
گزینه 3 - 1

 نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، روي عمود منصف  واقع اند.

همچنین نقاطی که از دو ضلع  و  و یا امتداد آنها به یک فاصله اند روي نیمساز داخلی یا خارجی زاویه ي  واقع اند. 

محل تلاقی عمود منصف  و نیمسازهاي داخلی و خارجی زاویه ي  همواره دو نقطه است.
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از بر  عمود می کنیم. چون  روي نیم ساز زاویه ي   قرار دارد. پس: گزینه 3 - 2
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در مثلث قائم الزاویه  بنابر قضیه فیثاغورس داریم:

گزینه 3 - 3

،  را رسم می نماییم.  ارتفاع دو مثلث 
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با توجه به تصویر در مثلث  داریم:

 

نقطۀ  روي نیمساز قرار دارد پس از دو ضلع زاویه به یک فاصله است، یعنی:

نقاطی از صفحه که از خط  به فاصله ي  واحد باشند، دو خط موازي  و به فاصله ي  واحد از آن و نقاطی از صفحه که از نقطه ي  به فاصله ي  باشند، روي دایره اي به مرکز  و گزینه 2 - 4

به شعاع  قرار دارند. باتوجه به شکل زیر، حالت هاي زیر را می توانیم داشته باشیم:
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صفر نقطه ي برخورد  
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دو نقطه ي برخورد 

d8

A
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یک نقطه ي برخورد   

گزینه 4 - 5

 نقاطی از صفحه که از یک خط به فاصلۀ مشخصی هستند. دو خط به موازات آن و در دو طرف خط مفروض می باشند. دو خط متقاطع  و  را در نظر می گیریم و

) جواب هاي مسأله می باشند. Bدو خط به موازات هر یک، به فاصلۀ  از آن ها رسم می کنیم. نقاط برخورد آن ها (نقاط  و  A

DC

d

d2

1

) با ویژگی ذکر شده وجود دارد می توان دو حالت در نظر گرفت: با توجه به اینکه فقط یک نقطه ( گزینه 2 - 6
 

حالت اول:   
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حالت دوم:   
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پس  دو مقدار مختلف می تواند داشته باشد و مجموع مقادیر  می باشد.

مثلث  قائم الزاویه است و در نتیجه  ( وسط ضلع  است) نصف وتر است، یعنی  . بنابراین نقطه ي  که از دو سر پاره خط  به یک فاصله گزینه 1 - 7

است. همواره بر روي عمودمنصف  قرار دارد.
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»: تمام مثلث هاي قائم الزاویه، که محل همرسی ارتفاع هاي آن ها روي محیط مثلث قرار دارد. مثال هاي نقض گزینه ي « گزینه 4 - 8

:«  مثال هاي نقض گزینه ي «

 :« مثال هاي نقض گزینه ي «

. دو مستطیل به ابعاد  و   

. دو مستطیل به ابعاد  و 

»: عدد صفر است که اگر در  ضرب شود، گنگ نمی شود.. تنها مثال نقض گزینه ي «
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چون زاویۀ محل تقاطع قطرهاي متوازي الاضلاعی به طول  و  سانتی متر مشخّص نیست، بنابراین بی شمار متوازي الاضلاع با این اندازه قطرها می توان رسم نمود.در صورتی که زاویۀ گزینه 1 - 9
بین دو قطر معلوم می شد، این متوازي الاضلاع منحصر به فرد می شد.

گزینه 2 - 10
 ابتدا یک تصویر کلی با استفاده از اطلاعات سوال رسم می نماییم:
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در این مرحله براي محاسبۀ ضلع  یا  که همان شعاع دایره است، کافیست از قضیۀ فیثاغورث استفاده نماییم.

ابتدا دو خط موازي به فاصلۀ  واحد رسم می نماییم و نقطه اي مانند  بین دو خط در نظر می گیریم. گزینه 2 - 11
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،  واحد فاصله دارند. حال ممکن است این خط به با توجه به محاسبۀ مجموعه نقاطی که ویژگی مورد نظر را دارند خطی موازي با  و  است که از 

خط  نزدیک تر و از  دورتر باشد، یعنی:
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M
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M H = 2

M = 2H´

d
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ضمناً توجه داشته باشید که اگر نقطۀ خارج دو خط باشد، یعنی تفاضل فاصلۀ آن از دو خط همان فاصله دو خط می باشد.

می دانیم که در لوزي اضلاع با هم برابرند. بنابراین ابتدا با داشتن سه ضلع  و  و  سانتی متر یک مثلث می توان رسم کرد که اگر آن را نسبت به قطر داده  شده قرینه کنیم، لوزي گزینه 2 - 12
موردنظر رسم خواهد شد.

گزینه 3 - 13

) هستند که محل تلاقی آن ها مجموعه نقاطی از صفحه که از دو خط  و  به یک فاصله باشند، دو خط   و   (نیم سازهاي زوایاي بین دو خط  و 

با خط  یعنی نقاط  و  جواب مورد نظر می باشد. واضح است که اگر  موازي یکی از دو خط  و   باشد، مسأله تنها یک جواب دارد. بنابراین
مسأله حداکثر دو جواب دارد.
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گزینه 4   چون محل برخورد عمود منصف ها یکتاست، بنابراین نقطۀ  محل برخورد هر سه عمود منصف است. همچنین اگر  روي عمود منصف  باشد،  است و نیز  - 14

روي عمود منصف  است پس  است و همینطور  روي عمودمنصف  است پس خواهد بود بنابراین  می باشد یعنی اگر دایره اي به مرکز  و

شعاع  بزنیم از سه رأس  و  و  عبور می کند که اصطلاحا می گوییم این دایره محیط بر مثلث است.

در ضمن اگر مثلث یک زاویه بیشتر از  درجه باشد، محل برخورد عمود منصف ها خارج مثلث است و اگر یک زاویه  داشته باشد محل برخورد عمود منصف ها روي وتر است و اگر هر سه
زاویۀ مثلث حاده باشد، محل برخورد عمود منصف ها داخل مثلث است.

» صحیح می باشد. » نیز غلط است و فقط گزینۀ « بنابراین گزینۀ «
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هر نقطه روي نیمساز از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. بنابراین داریم: گزینه 2 - 15

 

 

گزینه 3 - 16

Aدر ذوزنقهي  مطابق شکل،  نقطه ي برخورد عمودمنصف قاعده ي  و نیم ساز زاویه ي  است. B

CD

O

M

گزینه 3 - 17
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، دو خط  از طرفی   است. پس زاویه ي حاصل از برخورد دو نیم ساز   و   یعنی  زاویه ي قائمه است. نقطه ي  در صورتی روي عمودمنصف  قرار دارد که خط 

» لزوماً درست نیست.  و  را با زاویه ي   قطع کند. بنابراین گزینه «

گزینه 4 - 18
نقطه اي که از تمامی اضلاع یک چهارضلعی به یک فاصله باشد، در واقع نقطه ي همرسی نیم سازهاي زوایاي آن چهارضلعی است. در بین چهارضلعی هاي داده شده، تنها

Oدر لوزي نیم سازها که در واقع همان قطرهاي لوزي هستند، همرس می باشند.

چون  از دو سر پاره خط  به یک اندازه است، پس  روي عمودمنصف پاره خط  قرار دارد. یعنی   و   گزینه 1 - 19

 طبق رابطه ي فیثاغورس در مثلث   داریم:
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M

H

ابتدا شکل فرضی مسأله را رسم می کنیم. می دانیم قطر مستطیل، وتر مثلث قائم الزاویه اي است که روي دو ضلع مجاور ساخته می شود و باید از هر دو ضلع بزرگ تر باشد. گزینه 4 - 20

وتر < ضلع قائم    از طرفی داریم:
بنابراین چنین مستطیلی وجود ندارد.

گزینه 3 چون نقطه ي  از  و  به یک فاصله است، پس بر روي عمودمنصف پاره خط  یعنی خط  قرار دارد. باتوجه به آن که شعاع دایره برابر  است، داریم: - 21
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+ =Â B̂ 180∘
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، کم تر از فاصله ي نقطه ي  از نقطه ي  است، بنابراین نقطه ي  روي خط  و درون دایره واقع است. چون  ، پس فاصله ي نقطه ي  از نقطه ي 

چون   است پس  از دو سر پاره خط  به یک فاصله است. یعنی  روي عمودمنصف  واقع است. گزینه 3 - 22

گزینه 3 - 23

گزینه 3 - 24
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گزینه 3 - 25
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 (ض ز ض)  

قائم الزاویه ي متساوي الساقین   از طرفی

 

گزینه 2 - 26
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اگر   عمود منصف  باشد:

 

زاویه ي خارجی

گزینه 3 - 27
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  : در مثلث 

از طرفی چون  نیم ساز زاویه ي خارجی مثلث است، بنابراین   و در نتیجه:

  : زاویه ي خارجی مثلث 

 : زاویه ي داخلی 

مثلث هاي  و   با هم همنهشتند و میانه و ارتفاع با هم برابرند.    (چون مثلث ها متساوي الاضلاع هستند.) گزینه 2 - 28
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طبق فرض  می باشد. از طرفی   متقابل به رأس هستند. گزینه 1 - 29
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نکته: اگر در مثلثی میانه و نیمساز وارد بر یک ضلع بر هم منطبق باشند آن مثلث متساوي الساقین است.

طبق مفروضات صورت سؤال داریم: گزینه 2 - 30

A

B C  

 

می دانیم در مثلث قائم الزاویه، محل تلاقی ارتفاع ها روي رأس قائمه است، پس این نقطه روي محیط مثلث است.

) از  و  به یک فاصله و از  و  به فاصلۀ یکسان قرار دارد و مسأله بی شمار جواب دارد. ، هر نقطه اي روي عمودمنصف  (نیمساز  اگر  گزینه 4 - 31

، نیمساز  و عمودمنصف  همواره در یک نقطه متقاطع اند و مسأله یک جواب دارد. اگر 

گزینه 3 - 32

 مجموعه نقاطی از صفحه که فاصلۀ آنها از خط مفروض  برابر با  واحد باشد دو خط موازي در دو طرف خط  است که آنها را خط هاي  و  می نامیم

و همچنین مجموعۀ نقاطی از صفحه که فاصلۀ آنها از نقطۀ مفروض  به اندازة  واحد باشد، نقاط روي دایره اي به مرکز  و به شعاع  واحد است.

بنابراین محل برخورد خطوط  و  با دایرة رسم شده جواب هاي مسئله هستند.

+

+
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M
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گزینه 3 - 33

 با توجه به تصویر می توان گفت:  نیمساز زاویۀ  پس داریم:

O

A

y

x

B C
?

از طرفی  زاویه خارجی مثلث  می باشد و برابر مجموع دو زاویه داخلی غیرمجاور است.

از طرفی  و  موازي و خط  مورب است پس داریم:

} ⇒ H M = + 2 × =
H D =Â 30∘
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با توجه به اطلاعات سوال ابتدا وضعیت زوایا و نوع مثلث را بررسی نماییم: گزینه 4 - 34

 پس یک مثلث قائم الزاویه داریم:
عمودمنصف هاي مثلث قائم الزاویه وسط وتر قرار می گیرند که همان بزرگ ترین ضلع مثلث می باشد.

C

A B

هر نقطه روي نیمساز یک زاویه از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. حال اگر هر خط متقاطع با دایره برخورد داشته باشد نیمسازهاي چهار زاویه تشکیل شده، با دایره حداکثر در گزینه 3 - 35
چهار نقطه تقاطع دارند.

باید توجه داشت که ممکن است دو خط با دایره متقاطع نباشند.

d1

d2

با توجه به گزینه ها، در مثلث  الزاماً متساوي الاضلاع نمی باشد ولی سایر گزینه ها صحیح است. گزینه 2 - 36

A

B

r

r
M

O

C

x

y

گزینه 1 - 37
 محل همرسی ارتفاع هاي مثلث در مثلثی که سه زاویۀ تند دارد داخل مثلث است. 

 محل همرسی ارتفاع هاي مثلث با یک زاویه منفرجه خارج مثلث قرار دارد.

وارتفاعهم ولی محل برخورد ارتفاع ها در مثلث قائم الزاویه روي رأس قائمه قرار دارد.
ضلعهم

ضلعهموارتفاعهم

با توجه به اطلاعات مسئله یعنی مساحت و طول ضلع می توان ارتفاع وارد بر بعضی اضلاع را محاسبه نمود: گزینه 1 - 38

 

. حال می توان گفت رأس در  واحدي از ضلع  قرار دارد، یعنی رأس  یا روي خط  قرار می گیرد یا 

حال به مرکز  و شعاع  واحد دایره رسم می نماییم تا خط  یا  قطع نماید، زیرا ضلع  برابر  واحد است. دایرة مرسوم هیچ برخوردي با  یا  ندارد؛ بنابراین هیچ مثلثی قابل رسم
نمی باشد.

O C : + + =B
Δ

Ô
B̂

2
Ĉ

2
180∘

→ = − ( ) = − ( ) = − =θ̂ 180∘
+

B̂

2
Ĉ

2
  

B̂

180∘
B̂ 180∘ 75∘ 105∘

} 2 = ⇒ =
+ + =Â B̂ Ĉ 180∘

+ =B̂ Ĉ Â

Â 180∘
Â 90∘

A CB
Δ

S = BC × →
1
2

hBC

× 6 × = 21 → = 7
1
2

hBC hBC

7BCAℓℓ′

B5ℓℓ′
AB5ℓℓ′

7

ی و استدلال
ی هندس

ترسیم ها
مسعود نژادمبشر



B C

75

75

´

O D

C

A

M

N

B
H

ار آنجا که  نتیجه می گیریم: گزینه 3 - 39

30°

2
p

d
H  

   

تمام نقاطی که از نقطۀ  به فاصلۀ  هستند، روي دایره اي به مرکز  و به شعاع  قرار دارد. تمام نقاطی که از نقاطی که از خط  به فاصلۀ  می باشند دو

pخط موازي خط  و به فاصلۀ  از آن هستند. پس:

d2 1
1

dˊ

dˊˊ
 

مطابق شکل، سه نقطه وجود دارد.

اگر نقطه  از دو ضلع زاویه   به یک فاصله باشد، روي نیم ساز آن زاویه قرار دارد. یعنی باید   گزینه 4 - 40

»، دو مثلث  و  لزوماً هم نهشت نیستند، پس نمی توان ». دو مثلث  و  هم نهشت هستند. پس   ولی در گزینه « » و « » ،« در گزینه هاي «
نتیجه گرفت که دو زاویه ي مورد نظر برابرند.

گزینه 4 - 41

)حال اگر عمودمنصف این قطر را رسم کنیم، باز هم قطري از  نقاط تقاطع عمودمنصف هر وتر دلخواه با محیط دایره، دو سر یک قطر از دایره است. (نقاط  و 

) و چون دو خط عمود بر یک خط با هم موازي هستند، بنابراین قطر جدید موازي با وتر  است. ( دایره و عمود بر قطر قبلی به دست می آید(قطر 

(

 

گزینه 4 - 42
A

B
O O

چون نقطه ي  روي عمودمنصف  قرار دارد، پس   است. از طرفی داریم: گزینه 4 - 43

 به همین ترتیب   بنابراین   است. پس   قائم الزاویه ي متساوي الساقین است.

 

B

A

C

O

sin =30∘ 1
2

sin = ⇒ PH = 2( ) = 130∘ PH

2
1
2

P2P2d1

d1

AxOyx A = y AÔ Ô

123MOAOAM ′M A = AÔ M ′Ô4MOAOAM ′

MN

CDAB

AB||CD

{ OA = OB = R ⇒ AB O روی عمود  منصف
A = B = ⇒ ABO′ O′ R′ روی عمود منصف O′ ⇒ AB ′OOعمود  منصف

≅ ⇒ O = O

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OA = OB = R

A = B =O′ O′ R′

O ′Oمشترک

− →−−−−−
(ض ض ض)

OAO′
Δ

OBO′
Δ

ÂO′ B̂O′

CABBC = AC

: { ⇒ B O = =BOC
Δ OB = OC = R

=Ô 90∘ Ĉ B̂ 45∘

=Â 45∘
=Ĉ 90∘

ABC
Δ
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گزینه 2 - 44

A

B C

D

2

1

 

 

 نیم ساز زوایاي 

 

بنایراین  مورد صحیح است. موارد «الف» و «پ» صحیح هستند.
در شکل زیر قطر ها عمود هستند ولی چهار ضلعی لوزي نیست. (مثال نقض) گزینه 3 - 45

مطابق شکل، عمود منصف ضلع  و نیمساز زاویهي  یکدیگر را روي ضلع  در نقطهي  قطع کردهاند، داریم: گزینه 4 - 46
A

B C

D

x
x

57

x  

  زاویه خارجی است :  

 

 

، نیم خط  را موازي با نیم خطهاي  و  رسم میکنیم. داریم: مطابق شکل از  گزینه 3 - 47
x

yB

M

A
5α

5α

1
2

z

 

  

 

، مجموع زوایاي داخلی  درجه است. پس: در چهار ضلعی 

از رأس  خطی به موازات  و   رسم می کنیم ، داریم: گزینه 2 - 48

  مورب  

  مورب  

I

I

I

C

A

B

1
2

2

1
1

2

m

 

 

گزینه 2 - 49

AD
B

E

F G

C

α
α

α5

3

540

α4

540

 

 

اندازه  و  را  فرض می کنیم. گزینه 2 - 50

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = AD

BC = CD A C ≅A C− →−−−−−
(ض.ض.ض)

B
Δ

D
Δ

AC مشترک

AC⇒ ⇒ ,
⎧
⎩⎨

=Â1 Â2

=Ĉ1 Ĉ2

Ĉ Â

} ⇒ BD عمود منصف AC
AB = AD ⇒ BC روی عمود منصف A

CB = CD ⇒ BC روی عمود منصف C

2

BCBACD

A B ⇒ A B = x + x = 2xD̂ D̂B CD
Δ

A B : 2x + x + = ⇒ x + = ⇒ x =D
Δ

57∘ 180∘ 19∘ 60∘ 41∘

= 2x =B̂ 82∘

MMzAxBy

{ ⇒ ( + ) + 10α =
Mz ∥A x ⇒ + 5α =M̂1 180∘

Mz ∥B y ⇒ + 5α =M̂2 180∘
M̂1 M̂2 360∘

10α = ⇒ α =− →−−−−−−−−−

+ =M̂1 M̂2 90∘

270∘ 27∘

AMBN360

4α + + 3α + = + + + = ⇒ =90∘
N̂ 360∘

− →−−−−
α=27∘

108∘ 90∘ 81∘
N̂ 360∘

N̂ 81∘

CII ′

⇒ =Â2 Ĉ1I ∥ , ACI ′′

⇒ =B̂2 Ĉ2∥ , BCI ′ I ′′

⇒ = + = ++ = +Â2 B̂2 Ĉ1 Ĉ2
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

Ĉ Â2 B̂2 −→−
فرض

Ĉ
1
n

Â1
1
n

B̂1

⇒ = ( + ) ⇒ + = n (1)Ĉ
1
n

Â1 B̂1 Â1 B̂1 Ĉ

A C : + + = n + =B
Δ

Â1 B̂1 Ĉ 180∘
−→

(1)

Ĉ Ĉ 180∘

⇒ (n + 1) = ⇒ n + 1 =Ĉ 180∘ 180∘

Ĉ

= 2٫5 ⇒ n = 2٫5 − 1 ⇒ n = 1٫5= ==
فرض 180∘

72∘

C D : = + = 3α + α = 4αE
Δ

Êخارجی Ĉ D̂

5α + 4α + =54∘ 180∘

⇒ 9α = − ⇒ α =180∘ 54∘ 14∘

B F = − 4α = − =Ê 180∘ 180∘ 56∘ 124∘

B̂Ĉx
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در مثلث  داریم:

A

D

B C
x
2

x
2

1

2

 

 

گزینه 1 - 51

A

B Cx1
2 x

y

y

O

 

    

گزینه 4 - 52

α

B

A C

D

β

1
2

β

 

 

پس مثلث   متساوي الساقین است. زاویه هاي مساوي در این مثلث را   نامیده ایم.

گزینه 3 - 53

 اگر   در نظر بگیریم، مقادیر بقیه ي زوایا مطابق شکل بر حسب   به دست می آیند.

 

D

A E

B

C

2α
2α

α α 3α

مطابق شکل داریم:  گزینه 4 - 54
A

B C

400+ β

α α β

x D

 

  : زاویه خارجی

 

BD = BC ⇒ = ⇒ = xĈ D̂2 D̂2

BCD

+ + = 180 ⇒ + x + x = 180B̂

2
Ĉ D̂2

∘ x

2
∘

x = 72 ⇒ = = 72 ⇒ = 36∘ B̂ Ĉ ∘ Â ∘

AB = AC ⇒ = = xB̂1 Ĉ

AO = AB ⇒ = = yÔ B̂2

+ + = 180 ⇒ y + (x + y) + x = 180 ⇒ 2y + 2x = 180 ⇒ x + y = 90Ô B̂ Ĉ ∘ ∘ ∘

⇒ AD = AB
A C : AD = ACD

Δ

A C : AB = ACB
Δ

⎫

⎭⎬
⎪

⎪

A DB
Δ

β

A D : + + 2β =B
Δ

Â1 Â2 180∘

⇒ + + 2β = ⇒ β =60∘ 90∘ 180∘ 15∘

A C = ⇒ α + β = α =B̂ 60∘ 60∘
− →−−−
β=15∘

45∘

= αÂα

C E : { ⇒ 3α = − 2( ) ⇒ 3α = ⇒ α =D
Δ = =D̂ Ê 54∘

= 3αĈ
180∘ 54∘ 72∘ 24∘

x = α + β

A D : + x + =B
Δ

40∘
β + α
  

x

180∘

⇒ 2x + = ⇒ 2x = ⇒ x =40∘ 180∘ 140∘ 70∘
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گزینه 3 - 55

DA

B

C

E

1
2

3

1180

1

 

  (  (زاویه ي خارجی در مثلث

 

مطابق شکل، زاویههاي  و  به ترتیب براي مثلث هاي  و  زاویه ي خارجی هستند و داریم: گزینه 3 - 56
A

B C ED

βα 0108
2α 2βα β

 

 

زاویه ي  بزرگ ترین زاویه در مثلث  است، پس زاویه ي خارجی آن، کوچک ترین زاویه ي خارجی خواهد بود که مقدار آن برابر است با: 

گزینه 3 - 57

چون  وسط  است، لذا داریم:

αβ

αβ

A B

D C
M  

 

در نتیجه داریم:

گزینه 3 - 58

CD
B H

048

A

E

1100

 

 

گزینه 1 - 59

براي دو مثلث  و  داریم: گزینه 1 - 60

E
1

BA 2

R R

R R

C

D  

 

، پاره خط  نیمساز است و در نتیجه  عمود منصف  می باشد. از آن جا که  هم راستا با  است، پس  ، عمود منصف  است و بنابراین در مثلث متساوي الساقین 

. هر نقطه مانند  روي این پاره خط از  و  به یک فاصله است یعنی همواره   

A D : = − =B
Δ

D̂1 90∘ 18∘ 72∘

= 2Ê1 ĈECD

B E : = − 2 = − 4D
Δ

D̂2 180∘
Ê1 180∘

Ĉ

+ + = ⇒ + − 4 + =D̂1 D̂2 D̂3 180∘ 72∘ 180∘
Ĉ Ĉ 180∘

⇒ 3 = ⇒ =Ĉ 72∘
Ĉ 24∘

ABCACBABDACE

A C : + 2α + 2β = ⇒ α + β =B
Δ

108∘ 180∘ 36∘

D E = + (α + β) = + 36 =Â 108∘ 108∘ 144∘

D EÂADE

− =180∘ 144∘ 36∘

+ = =D̂ Ĉ 180∘
− →−−−

=Ĉ 30∘

D̂ 150∘

MDC

B M : BC = CM ⇒ + 2α = ⇒ α =C
Δ

30∘ 180∘ 75∘

A M : AD = DM ⇒ + 2β = ⇒ β =D
Δ

150∘ 180∘ 15∘

A B = − (α + β) = − =M̂ 180∘ 180∘ 90∘ 90∘

A C = − = ⇒ B H = − =B̂ 180∘ 110∘ 70∘
Â 90∘ 70∘ 20∘

B C = − = ⇒ B E = − =Â 180∘
(48 + 70)

∘ 62∘
Â 180∘ 62∘ 118∘

⇒ B D = =Â
118∘

2
59∘

D H = B D + B H = + =Â Â Â 20∘ 59∘ 79∘

A N ≅A C → BN = AC

AB = BM ⇒ B M = A B ⇒ N B = A CÂ M̂ Â M̂

AB = BM , BM = MC ⇒ AB = MC

ANفرض = AM

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−

ض ز ض
B
Δ

M
Δ

ABCABD

⇒ A C A D ⇒ =

AC = AD = R

BC = BD = R′

AB = AB

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
B
Δ

≅
ض ض ض

B
Δ

Â1 Â2

ACDAEAECDBEAEABCD

MCDMC = MD
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A

B C

D

a

b

6

گزینه 3 - 61

{ {H

H

AB

C

5

7

 

= مساحت بین دو مربع

 : فاصله ي راس  از دورترین ضلع مربع کوچک 

، پس  اگر از  به  وصل کنیم به علت آن که  روي عمود منصف  واقع است  و از آن جا که  روي عمود منصف  واقع است،  گزینه 1 - 62

  و مثلث هاي  ،  و  متساوي الساقین هستند، داریم:

1

1

2

A

CB
O

 

 

در مثلث  زوایاي   و  مساوي اند پس مکمل هاي آن ها با هم برابرند. پس دو مثلث  و  همنهشت اند.  گزینه 4 - 63

 زاویه ي خارجی در مثلث 

می دانیم در متوازي الاضلاع، اضلاع روبه رو با یکدیگر برابرند. بنابراین  . گزینه 2 - 64

با روش مندرج در متن سؤال فقط زمانی یک متوازي الاضلاع پدید می آید که کمان هاي رسم شده به شعاع هاي  و  به مراکز  و  یکدیگر را قطع کنند. به بیانی دیگر مثلث  با اضلاع  و 

) صحیح است.  و  قابل رسم باشد، پس لازم است که  ،   و   باشد، بنابراین گزینه (

ابتدا یک مربع به طول ضلع  واحد رسم می نماییم. از هر چهار رأس دایره اي به شعاع یک رسم می نماییم تا به صورت زیر تبدیل شود. گزینه 1 - 65
 با توجه به وجود چهار ربع دایره می توان مساحت یک دایرة کامل را محاسبه نمود.

مساحت بخش هاشورخورده برابر است با:
4

1
1

  هاشورخورده

گزینه 3 - 66
 براي حل این تست بهتر است ابتدا به تعریف هاي عمود منصف و نیمساز اشاره کنیم.

) عمود منصف هر پاره خط مکان هندسی نقاطی از صفحه است که فاصلهشان از دو سر پارهخط یکسان باشد.

) نیم ساز هر زاویه ، مکان هندسی نقاطی از صفحه است که فاصله شان از دو ضلع زاویه یکسان باشد.

 

A

B

M

H

C

H
600
α α

500

از نقطه ي  محل تلاقی عمود منصف ضلع  و نیمساز   به  و  وصل می کنیم، پس طبق  همچنین از  دو عمود  و  را بر اضلاع  و  رسم می 

کنیم، پس طبق  در نتیجه، مثلث هاي قائم الزاویه  و  به حالت وتر و یک ضلع همنهشت اند. پس   

گزینه 1 - 67

    را  فرض می کنیم:

در مثلث  داریم:

− = 2472 52

= × 24 = 6S

ABC
Δ

1
4

= AH × BC ⇒ × AH × 5 = 6 ⇒ AH = = 2٫4S

ABC
Δ

1
2

1
2

12
5

AH + H = 2٫4 + 5 = 7٫4H
′

A

OAOABOA = OBOACOA = OC

OB = OCOABOACOBC

O B : = = =A
Δ

B̂1 Â1
Â

2
40∘

A C : A C = = =B
Δ

B̂
− B C180∘

Â

2
−180∘ 80∘

2
50∘

⇒ = A C − = − =B̂2 B̂ B̂1 50∘ 40∘ 10∘

ABCBCABEBCD

⇒ B A = C D, AE = BD , = E BÊ B̂ D̂ Â

= A C = + E B = +B̂ Ê Â Ê D̂ABE

BC = AD = b

abACABC6

aba + b > 6a + 6 > bb + 6 > a2

4

S = − = 16 − π = 16 − πSمربع Sدایره (1)
2

1

2

MBCÂBCMC = MB(2)MMHMH
′

ACAB

(1)،MH = MH
′

MBH
′

MCH= = + αHCM̂ MBĤ

′

50∘

+ = ⇒ ( + α) + ( + α) = ⇒ α =HCM̂ MCÂ 180∘ 50∘ 60∘ 180∘ 35∘

=B̂ Ĉx= 180 − 2x ,  = xÂ1
∘

Â2

ABD
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B

C

M

N

A

D
2

3

1 2

x
2 x

2 x

A D

B C  

 

باتوجه به شکل زیر و خواص نیم ساز یک زاویه داریم: گزینه 4 - 68

B

C

A

15 D

x +4

x 1-2

 محیط  

گزینه 3 - 69

 نقطه ي  روي نیم ساز زاویه ي  قرار دارد. پس:

نقطه ي   روي عمود منصف ضلع  قرار دارد. پس:

 

A

B

C

D

H

x

x

4

4

طبق شکل داریم:

 : محیط چهارضلعی

با کمی دقت متوجه می شویم که  و  براي مثلث  حکم ارتفاع را دارند. پس  نیز بخشی از ارتفاع گذرنده از رأس  است و امتداد آن بر ضلع مقابلش عمود گزینه 2 - 70
است. 

S

S

a

b

h

h ba +
2

1

2
اندازة پاره خطی که وسط هاي دو ساق ذوذنقه را به هم وصل می کند برابر میانگین دو قاعده است. گزینه 2 - 71

    

 یعنی نسبت قاعده هاي ذوذنقه،  به  است.

می دانیم نقطه ي همرسی نیم سازهاي زوایاي داخلی هر مثلث از سه ضلع آن مثلث به یک فاصله است، پس  ، حال: گزینه 2 - 72

+ + + = 180 ⇒ + (180 − 2x) + x + = 180 ⇒ =
B
ˆ

2
A
ˆ

1 A
ˆ

2 D̂
∘ x

2
D̂ D̂

x

2

= ⇒ AB = AD = AC
B̂

2
D̂

AD = DC ⇒ 2x − 1 = x + 4 ⇒ x = 5

⇒ AD = DC = 9

: B = A + A ⇒ 225 = 81 + AABD
Δ

D
2

D
2

B
2

B
2

⇒ AB = 12 ⇒ BC = 12

= 9 + 9 + 12 + 12 = 42ABCD

CA

{BC = CH = x

AB = AH = 4
CAD

{AC = CD

AH = HD = 4

S(ABCD) = S(ABC) + S(ACD)

+ = 18 ⇒ x = 3 ⇒ AC = CD = = 5
4x

2
8x

2
+32 42

− −−−−−
√

4 + 3 + 5 + 8 = 20

BNMDCMNCAC

=
S1

S2

1
2

→

(a + )(h)( )
a + b

2
1
2

(b + )(h)( )
a + b

2
1
2

= → =
1
2

3a + b

2
3b + a

2

1
2

→ =
3a + b

3b + a

1
2

→ 6a + 2b = 3b + a → 5a = b

15

OE = OH = h
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O

B

A

C

16

H

E

باتوجه به شکل و مفروضات مسأله داریم: گزینه 3 - 73

B

A

Dα
β θ

α

C

β

 

 

گزینه 1 - 74

 زاویه ي خارجی مثلث  است:  

 زاویه ي خارجی مثلث  است:   

و در مثلث  داریم:

 

 

A

B E

D C
M

N22
1 1

گزینه 1 - 75

 نیمسازهاي زوایاي داخل هر مثلث همرسند بنابراین  نیز نیمساز   است.

D
α
α

20
˳
20
˳

β
β

B

A

C

گزینه 3 - 76

 بعد از رسم شکل عمود  را بر  رسم میکنیم. در این صورت  مستطیل و مثلث  قائمالزاویه است و 

 میانه وارد بر وتر است بنابراین مثلثهاي  و  و  متساويالساقین هستند باتوجه به شکل داریم.

H

D

R34

K

B
R

R
1

y
R

R

56
x

90-x

A
x

-x90

گزینه 3 - 77

Uدایره اي به مرکز  و شعاع  سانتی متر رسم می کنیم:

V
A B13

دایره اي به مرکز  و شعاع  رسم می  کنیم. اگر این دو دایره متقاطع باشد، مسأله دو جواب  و  دارد. اگر   یا   باشد، دو دایره همدیگر را قطع نمی کنند. در نتیجه 

  است.

= h ⋅ AC ⇒ 80 = h × 16 ⇒ h = 10cmSAOC

1
2

1
2

= h ⋅ BC = × 10 × 20 = 100cSBOC

1
2

1
2

m2

A D : + 2α = ⇒ α =B
Δ

90∘ 180∘ 45∘

= ⇒ α + β = β =B̂ 110∘ 110∘
− →−−−
α=45∘

65∘

B D : 2β + θ = θ = ⇒ A C = α + θ = + =C
Δ

180∘
− →−−−
β=65∘

50∘
D̂ 45∘ 50∘ 95∘

M̂ 2M BE
Δ

= +M̂ 2 Ê B̂

N̂ 2A ND̂= +N̂ 2 Â D̂

M CN
Δ

+ + = ⇒ + + + + =Ĉ M̂ N̂ 180∘
Ĉ A^ D̂ Ê B̂ 180∘

ADÂ

: 2α + 2β + = → α + β =ABC
Δ

40∘ 180∘ 70∘

: α + β + B C = ⇒ + B C = ⇒ B C = − =BDC
Δ

D̂ 180∘ 70∘
D̂ 180∘

D̂ 180∘ 70∘ 110∘

OKBDOHDKOBK

AKOAKAKBAKD

} ⇒ x + 34 − 56 = 0x + y + 56 = 180
y + 2x + 34 = 180
⇒ x = 22

x + y + 56 = 180 y = 102− →−−
x=22

A3

BxUVx < 1x > 7

1 < x < 7
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A B

∆d

A B
133

حالت   
جواب ندارد

x
A B

33

 حالت  
جواب ندارد

به بررسی گزینه ها می پردازیم: گزینه 2 - 78

): چون زاویه بین دو قطر معلوم نیست، بنابراین چهار مثلث به وجود آمده توسط قطرها، به صورت منحصر به فرد قابل رسم نیستند و لذا بی شمار  گزینه ي (
αمتوازي الاضلاع قابل رسم است.

3/5
3/5

1

1

): چون زاویه ي بین اضلاع مشخص نیستند، بنابراین واضح است که با تغییر   بی شمار لوزي قابل رسم است. 5 گزینه ي (
α 180 α-

5

55

): می دانیم مرکز دایره اي که  وتر آن است روي عمودمنصف  قرار دارد. چون هر نقطه روي عمودمنصف  می تواند حکم مرکز را  گزینه ي (

داشته باشد، بنابراین مطابق شکل بی شمار دایره از  می گذرد.

B

A

): مطابق فعالیت صفحه  کتاب درسی هر مربع با داشتن قطر آن به صورت منحصربه فرد قابل رسم است. گزینه ي (

مجموعه نقاطی از صفحه که از دو نقطه ي  و  به یک فاصله باشند، عمودمنصف پاره خط  است. واضح است که اگر  بر عمودمنصف  منطبق باشد، بی شمار نقطه روي آن گزینه 3 - 79

عمود بوده ولی بر عمودمنصف  منطبق نباشد (مطابق شکل) هیچ نقطه اي روي  وجود ندارد که به فاصله ي وجود دارد که از  و  به یک فاصله هستند. در صورتی که خط  عمود بر 

، مسأله همواره یک جواب دارد. مساوي از  و  باشد در سایر حالت هاي خط 

از  به  وصل می کنیم. چون  روي عمودمنصف  واقع است، پس   است. حال: گزینه 1 - 80

A

B C

E

D

50
5080
0

0
0

x x

 

. در مثلث  داریم: اگر  قطر بزرگ لوزي باشد، آن گاه   و به طور مشابه  گزینه 2 - 81

 

A

B

C

D
O

) برابر   است. بنابراین حداقل طول قطر بزرگ لوزي (

x > 7
x < 1

1

3α

4ABABAB

AB

215

ABABdAB

ABdABABd

ABd

EBEBCEB = EC

EB = EC EB = AB− →−−−−
EC=AB

⇒ A B = ⇒ A E =Ê 50∘
B̂ 80∘

: + A C + =ABC
Δ

Â B̂ Ĉ 180∘

⇒ + (α + ) + α = ⇒ 2α = ⇒ α =50∘ 80∘ 180∘ 50∘ 25∘

ACAC ≥ BDOA ≥ OBOAB

O ≥ O ⇒ 2O ≥ ⇒ 2O ≥ AA
2

B
2

A
2

O + OA
2

B
2

  

AB
2

A
2

B
2

2O ≥ 100 ⇒ O ≥ 50 ⇒ OA ≥ 5− →−−−
AB=10

A
2

A
2 2

−−
√

AB2 × 5 = 102
−−

√ 2
−−

√
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گزینه 1 - 82

   زاویهي خارجی:  

در چهارضلعی  داریم: گزینه 1 - 83
B C

H A D

α
β

α

1 2 β
 

  پس  و در نتیجه در مثلث  داریم:

چون دو مثلث  و  متساوي الساقین هستند، داریم: گزینه 1 - 84

x
12

A

B C
MN  

  : از طرفی  

مرکز دایره نقطه اي است که همه ي نقاط روي دایره از آن به یک فاصله هستند. مرکز دایره روي خط  قرار دارد، چون  عمودمنصف وتر  است. براي دقیق مشخص شدن گزینه 3 - 85

مرکز دایره، عمودمنصف  را رسم کرده و با  قطع می دهیم. این نقطه همان مرکز دایره است. چون  

داریم: حال در مثلث 

3
A

M

d

B

H

O

1

 

 

گزینه 3 - 86

  کافی است از  به ضلع  عمود رسم کنیم. چون نقطۀ   روي نیمساز زاویۀ  است بنابراین:     

A

B
CD 3x

y
2

1

3
H

y 4+

از طرفی:        در نتیجه:   

بنابراین:

ابتدا با برهان خلف فرض می کنیم که  بر  عمود باشد   در این صورت داریم: گزینه 3 - 87
B

CA

H

21
 

 

عمود باشد یعنی فرض برهان خلف باطل و حکم ثابت می شود. (  ) که در تناقض با فرض مسأله است. پس  نمی تواند بر 

» نیز » و « ) بنابراین گزینه هاي « از طرفی با توجّه به این که در فرضیات مسئله شرطی جز   و   مطرح نشده، لذا دو زاویۀ  و  می توانند با یکدیگر برابر باشند (

= ⇒ + = ⇒ < ⇒ A D = <Â 80∘
B̂ Ĉ 100∘

B̂ 100∘
B̂

B̂

2
50∘

⇒ < B C <80∘
D̂ 130∘

B C = + A DD̂ 80∘
B̂A DB

Δ

ABCD

{ = α + β = 110Ĉ ∘

+ + = 2(α + β) = 220B̂ Ĉ D̂ ∘

⇒ = = 360 − 220 = 140BAD^ Â2
∘ ∘ ∘

= 180 − = 40Â1
∘ Â2

∘ABHA H = 90 − = 90 − 40 = 50B̂ ∘ Â1
∘ ∘ ∘

CANBAM

= + , = +N̂ x̂ Â1 M̂ x̂ Â2

+ + = ⇒ ( + ) + ( + ) + = (1)N̂ M̂ x̂ 180∘ x̂ Â1 x̂ Â2 x̂ 180∘

= ⇒ + + = (2)Â 72∘
Â1 x̂ Â2 72∘

(1), (2) ⇒ 2 = ⇒ = M N =x̂ 108∘
x̂ Â 54∘

ddAB

AMdAO = MO = BO

AHO

A = A + OO2 H 2 H 2

⇒ O = − = 8 ⇒ OH = = = 2H 2 32 12 8
−−

√ 4 × 2
− −−−−

√ 2
−−

√

DABDBACDH = DC = 3cm

AH = AC = y

BH = BA − AH ⇒ BH = y + 4 − y = 4

: = ⇒ B = H + B ⇒ = + ⇒ x = 5BHD
Δ

Ĥ 90∘
D2 D2 H 2 x2 32 42

AHBC(A B = )Ĥ 90∘

⇒ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

قائم الزاویھ

قائم الزاویھ

: + =ACH
Δ

Â1 Ĉ 90∘

ABC : + =B̂ Ĉ 90∘
Δ

Â1 B̂

AHBCA B ≠Ĥ 90∘

=Â 90∘
≠Â1 B̂BC≠Â1 B̂12
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لزوماً صحیح نمی باشند.

، لذا  ، از طرفی  زاویه ي خارجی مثلث  است، لذا:  ، به همین ترتیب  زاویه ي اگر  فرض شود، چون  گزینه 3 - 88

خارجی مثلث  است. پس  و چون  ، در نتیجه  .

F

B

E

C

A

1

1 1

α

α

 

 

گزینه 4 - 89

 خط  را به دلخواه از نقطه ي  وسط ضلع  می گذرانیم،  و  فاصله هاي دو رأس  و  از خط  هستند. دو مثلث قائم الزاویه ي  و 

. یعنی براي برابري فاصلهي رأس هاي   به حالت وتر و یک زاویه ي حاده   همنهشت هستند. بنابراین 

، کافی است این خط از وسط ضلع  عبور کند.  و  از خط 
1

2

A d

C

H

M

H

B

گزینه 3 - 90

از طرفی داریم:

بنابراین   

= αÂAF = FE= A F = αÂ ÊF̂ 1AFE= = 2αF̂ 1 B̂1Ê1

ABE= 3αÊ1BE = BC= 3αĈ

AB = AC ⇒ = = 3αB̂ Ĉ

+ + = ⇒ α + 3α + 3α =Â B̂ Ĉ 180∘ 180∘

⇒ 7α = ⇒ α =180∘ 180∘

7

dMBCBHCH
′

BCdMBH

MCH ′(MB = MC , = )M̂ 1 M̂ 2BH = CH
′

BCdBC

A B = D E = ⇒ A D = B E =Ĉ Ĉ 60∘
Ĉ Ĉ 120∘

⇒ A D ≅B C ⇒ C D = C E

AC = BC

A D = B EĈ Ĉ

CD = CE

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
C
Δ

Ê Â B̂

C E = A C − A E = − =B̂ B̂ B̂ 60∘ 40∘ 20∘

C D =Â 20∘
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