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شعاع دایره 


شعاع دایره‌ها را  در نظر می‌گیریم.   3

هرگاه دو مماس از یک نقطه بر دایره رسم شود طول این دو مماس با هم برابر است.

( را از هم تفریق می‌کنیم. ( و ) رابطه‌ی )
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= , = = = ۶OF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

OM
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

MH
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ MN

¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄¯̄

۲
۱۲
۲

= +OMH
Δ

− →−−−−−−
رابطه‌ی فیثاغورس

قائم‌الزاویه است
OM
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯ ۲

OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

MH
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ۲

→ = + → ۱۰۰ = + ۳۶ → ۱۰۰ − ۳۶ =۱۰۲
OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

۶۲
OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

→ = ۶۴ → = = ۸cmOH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۶۴

−−
√

x = − → x = ۱۰ − ۸ = ۲cm OFعمق آب ظرف
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

OH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

= + → = ۶ + WTO
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯

OR
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

RT
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯

TO
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯

= = W =OS
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯

OR
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

= ۱۰ST
¯ ¯¯̄ ¯̄¯

+ = → + =TSO
Δ

− →−−−−−−
رابطه‌ی فیثاغورس

قائم‌الزاویه است
ST
¯ ¯¯̄ ¯̄¯ ۲

OS
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯۲

TO
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯ ۲

۱۰۲
W ۲ (۶ + W)

۲

→ ۱۰۰ + = ۳۶ + ۲(۶W) + → ۱۰۰ + = ۳۶ + ۱۲W +W ۲ W ۲ W ۲ W ۲

۱۰۰ − ۳۶ = + ۱۲W → ۶۴ = ۱۲W → W = =−W ۲ +W ۲ ۶۴
۱۲

۱۶
۳

x

۱۲

= a − x (۱)RN
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

− = b − x (۲)RM
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

– –––––––––––––––––––
− = a − x − (b − x)RN

¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄
RM
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

= a − x − b + xMN
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄¯̄

= a − bMN
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄¯̄

= = = ۱۰۸M̂
(۵ − ۲)۱۸۰

۵

۳ × ۱۸۰
۳۶

۵
۱

+ + = ۱۰۸ ⇒ + + = ۱۰۸ ⇒ =M̂ ۱ M̂ ۲ M̂ ۳ M̂ ۱ ۶۰∘
M̂ ۳ M̂ ۱ M̂ ۳

→ = (۱۰۸ − ۶۰) ÷ ۲ = ۴۸ ÷ ۲ =M̂ ۱ ۲۴∘

= → = ۱۸۰ − ( ) =M̂ ۳ ۲۴∘
α̂ ۲۴ + ۱۰۸

۱۳۲

۴۸∘

1
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 با توجه به این که طول دو مماس  و  با هم برابر است. پس خواهیم داشت:

A

B

F

E

C
D


به دلیل اینکه شکل متقارن است مساحت یک قسمت را حساب کرده سپس آن را دو برابر می‌کنیم.   6

طبق نکته: شعاع دایره در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است.
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شعاع دایره 

 شکل متقارن است

  7
نکته: خط مماس در نقطۀ تماس با شعاع دایره در آن نقطه زاویۀ قائمه می‌سازد.

‌طول دو مماس از یک نقطه بر دایره با هم برابر است: 

 

 

 با توجه به خاصیت خطوط موازی و مورب می‌توان نوشت:‌   8

A B

DC

M

E2
1

  

‌

   

  

 اگر شعاع‌های دایره‌های کوچک، متوسط و بزرگ را به‌ترتیب  و  و  بنامیم، داریم:‌   9

AEAD

→ ABC = + + = + +

=AD
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

AE
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

=FC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

CD
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

=BF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

BE
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
Pمثلث AB

¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄
BC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

+BF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

FC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

   AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

= + = ۲۵cm + ۲۵cm = ۵۰cm+AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

BE
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

  
۲۵

+CD
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

  
۲۵

x = = = = → x = ۶ → = ۲ × ۶ = ۱۲B − AC ۲ B۲
− −−−−−−−−−

√ −۱۰۲ ۸۲
− −−−−−−

√ ۱۰۰ − ۶۴
− −−−−−−−

√ ۳۶
−−

√ ضلع سوم مثلث

= = ۲۴SمثلثABC

۶ × ۸
۴

۲
۱

= = = = ۴٫۸ →AD
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄ ×AB

¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄
AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

BC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

۸ × ۶
۳

۱۰
۵

۲۴
۵

= − = ۲۴ − = ۲۴ − ۱۷٫۲۸ = ۶٫۷۲cSرنگی Sمثلث Sربع دایره
π × (۴٫۸)

۲

۴
m۲

→ S = ۲ × ۶٫۷۲ = ۱۳٫۴۴ ≃ ۱۳٫۵

}=AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

AH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

=AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

AH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

= = = ۸AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

AH
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

+ = → + = → = ۸۱ − ۶۴ = ۱۷ → y = =ABO′
Δ

− →−−−−−−
رابطه‌ی فیثاغورس

قائم‌الزاویه است
AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

BO′¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯ ۲
AO′¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯ ۲

۸۲
y ۲ ۹۲

y ۲ BO′¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯ ۱۷
−−

√

+ = → + = → = ۱۰۰ − ۶۴ = ۳۶ → x = = = ۶OAC
Δ

− →−−−−−−
رابطه‌ی فیثاغورس

قائم‌الزاویه است
AC
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲
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¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

OA
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۲

۸۲
x۲ ۱۰۲

x۲ CO
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄ ۳۶

−−
√

|| ⇒ =CD
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

Â E۲
^ = − =۱۸۰∘ ۱۰۰∘ ۸۰∘

⇒ = ۸۰ × ۲ =BDM
⌢

۱۶۰∘

C D = ⇒ =B̂ ۷۰∘
DMC

⌢

۱۴۰∘

|| ⇒ =CD
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

BD
⌢

AC
⌢

=
− ( + )۳۶۰∘ ۸۰∘ ۱۴۰∘

۲
=

۱۴۰∘

۲
= ۷۰∘

MD
⌢

= − =۱۶۰∘ ۷۰∘ ۹۰∘
⇒ D M = =B̂

۹۰∘

۲
۴۵∘
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خط و دایره
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، قطر دایره کوچک است: ، برابر و هر یک  واحد هستند پس وتر  قطر دایرۀ کوچک با طول    10
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 ، نیم‌ساز زاویۀ  است. پس:  در مثلث قائم‌الزاویه  پاره‌خط    11
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فرض شعاع دایرۀ کوچک  آن‌گاه شعاع دایرۀ بزرگ  می‌باشد.   13
A

B

OO DC

‌

شعاع دايرۀ بزرگ  

  14

مرکز دایره محل برخورد عمودمنصف  و  است:

= x + z = ۱۴AC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

= x + y = ۱۰AB
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

= y + z = ۱۸BC
¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
۲x + ۲y + ۲z = ۴۲−→

+
⇒ ۲(x + y + z) = ۴۲ ⇒ x + y + z = ۲۱ x + ۱۸ = ۲۱− →−−−

y+z=۱۸
⇒ x = ۳

CD۱۸CD

O C : O = O +O′
Δ

C ۲ O′۲
O′C ۲

= + → = = ۴۱۷۲
OO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯ ۲

۹۲
OO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯ ۲۰۸

−−−
√ ۱۳

−−
√

O HO′OO′HÔH ′HO =O′ ۳۰∘

O H : = → = ۲ = ۲rO′
Δ

HO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ۱
۲
OO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

OO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯
HO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

= − = ۷ − rOO′¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯
ON
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

NO′¯ ¯¯̄ ¯̄¯̄¯̄

⇒ ۲r = ۷ − r → ۳r = ۷ → r =
۷
۳

y = , x =
b

۲
a

۲

→ + = → x = ۶ → a = ۲ × ۶ = ۱۲۸۲
x۲ ۱۰۲

→ + = → y = ۸ → b = ۲ × ۸ = ۱۶۶۲
y ۲ ۱۰۲

R۲R

= = ۹۰Â
CD
⌢

۲
∘

= C ⋅ DO′A۲ O′ O′

= ۳R ⋅ R = ۳ ⇒ A = R ⇒O′A۲ R۲ O′ ۳
−−

√

A = R + AB → R = R + − ۱ ⇒ R − R = − ۱O′ ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√

R( − ۱) = − ۱ ⇒ R = ⇒ R = ۱۳
−−

√ ۳
−−

√
− ۱۳

−−
√

− ۱۳
−−

√

= ۲R = ۲(۱) = ۲

CDAB
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) ( شعاع قمر هم که برابر است با  کیلومتر ) دورترین نقطه، نقطه‌ای است که در امتداد خط مماس بر دایره باشد. )نقطۀ 


، پس:  فاصلۀ  تا قمر هم برابر با  است که 
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کوچک‌ترین ضلع  و بزرگ‌ترین  است، پس:

A B

C

a

a

b

bc c

 

    


  خط مماس بر ربع دایره با هم برابرند پس چهارضلعی مربع است. 17

 ضلع مربع


در مسائلی که  می‌شود، لازم است که  را نیز به دست آورد.   18


دو دایره متقاطع‌اند و دو نقطه مشترک دارند.

  19

 مشخص است که  )زیرا اگر  باشد، دایره به طور کامل داخل مربع قرار می‌گرفت.( هم‌چنین دایره در یک نقطه

بر ضلع مربع مماس و در دو نقطۀ دیگر، آن را قطع کرده است. که در این صورت باید  باشد، زیرا اگر  باشد، رأس‌های مربع روی دایره قرار


 نمی‌گرفتند. پس  است. پس نتیجه می‌شود 

که گزینۀ دو در آن صدق می‌کند.

R

GH

E F

 

  20

نکته: اختلاف دورترین و نزدیک‌ترین فاصلۀ نقطۀ  نسبت به یک دایره برابر است با قطر دایره.

  قطر = محیط دایره

OH = ۱ + ۲ = ۳ , HD = = ۱
۲
۲

Δ OHD : OD = R , R۲ = + = ۱۰۱۲ ۳۲
⇒ R = ۱۰

−−
√

B۵۰۱۰۰ ÷ ۲ = ۵۰

AAMAM = ۸۰Km

AD = ۸۰ + ۵۰ = ۱۳۰ , BO = ۵۰

A = −B۲ ۱۳۰۲ ۵۰۲
= ۱۶۹۰۰ − ۲۵۰۰ = ۱۴۴۰۰ ⇒ AB = ۱۲۰

ACAB

AB = ۷ ⇒ a + b = ۷

AC = ۵ ⇒ a + c = ۵

BC = ۶ ⇒ b + c = ۶
– ––––––––

۲a + ۲b + ۲c = ۷ + ۵ + ۶ ⇒ ۲(a + b + c) = ۱۸ ⇒ + c = ۹a + b
  ۷

⇒ c = ۹ − ۷ = ۲

۲

+ = → ۲ = ۲x۲ x۲ ( )۲
−−

√
۲

x۲

x = ۱

= − = − = ۱ −Sرنگی Sمربع Sربع دایره (۱)
۲ π × (۱)

۲

۴
π

۴

R + > dR′R − R′

R + = ۷ + ۳ = ۷ + ۶ = ۱۳ > ۵ = d d = ۵R′ ۲
−−

√ ۸
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

R − = ۷ − ۶ = < d = ۵R′ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

R − < d < R +R′ R′

R > EF ⇒ R > ⇒ R > ۲
۱
۲

۴
۲

R ≤ EF
۱
۲

R < EF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

R ≥ EF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

R < = ۴EF
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄

۲ < R < ۴
↓

۴ < ۲R < ۸

A

×۳٫۱۴ → ۲۸٫۲۶ = قطر⇒ ×۳٫۱۴ قطر = ۹cm
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 نزدیک‌ترین فاصله   

  شعاع

x۱۶ − x = ۹ ⇒ ۱۶ − ۹ = x ⇒ x = ۷cm

= = = ۴٫۵cm
قطر
۲

۹
۲
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خط و دایره
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