
گزینه 2 - 1

دوران حول وتر

نکته: قطر مکعب به ضلع  از رابطۀ  به دست می آید. گزینه 4 - 2

ضلع مکعب محاط شده در درون استوانه برابر  است.
در نتیجه قطر قاعدة این استوانه برابر قطر مربعّ (وجه بالایی مکعب) است.

 شعاع قاعدة استوانه  قطر قاعدة استوانه  قطر مربعّ

شکل زیر از یک استوانه و یک مخروط تشکیل شده است. گزینه 2 - 3

1
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2
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حجم شکل حاصل 

عبارت اول صحیح است. چرا که داریم: گزینه 4 - 4

 کره با شعاع 

عبارت دوم نادرست است؛ چرا که از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول وتر دو مخروط ایجاد می شود.

عبارت سوم نیز صحیح است؛ چرا که یک چهاروجهی منتظم داراي  یال است.
عبارت چهارم صحیح است؛ چرا که داریم:

 ارتفاع  محیط قاعده   جانبی استوانه به شعاع  و ارتفاع 

حجم منشور برابر است با مساحت مربعی به ضلع  برابر  است. مساحت قاعده در ارتفاع، داریم: گزینه 4 - 5

  مساحت قاعده

مساحت جانبی هم برابر است با: محیط قاعده  ارتفاع.

) قرار می دهیم. ابتدا محیط نیم دایره را محاسبه می کنیم که برابر   است. حال این مقدار را براي محیط قاعدة مخروط (دایره به شعاع  گزینه 2 - 6

r

و باتوجّه به اینکه ضلع روبه رو به زاویۀ   در مثلث قائم الزاویه نصف وتر است، پس   در نتیجه زاویۀ رأس مخروط برابر   است.
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گزینه 3 - 7

 مخروط بزرگ

 مخروط کوچک

 حجم فضاي بین دو مخروط

هنگامی که می گوید منشور  پهلو یعنی قاعدة آن  ضلعی منتظم است و منشور قائم است. پس داریم: گزینه 2 - 8

مساحت جانبی استوانه برابر است با: محیط قاعده   ارتفاع. گزینه 2 - 9

شعاع قاعده     ،      ارتفاع استوانه   

  مساحت جانبی اولیه

  مساحت جانبی ثانویه
در نتیجه داریم:

گزینه 2 - 10

،  و  برابر است با: نکته: مساحت کل مکعب مستطیلی با ابعاد  گزینه 4 - 11

 مساحت کل
 در واقع سؤال از ما مساحت کل مکعب را می خواهد:

علت ضرب در  بالا مشخص است، زیرا از هر نوع مستطیل دو تا داریم.

باتوجّه به فرض مسئله حجم استوانه برابر حاصل جمع حجم نیم کره و مخروط است. گزینه 4 - 12

 

از   فاکتورگیري می کنیم:

 

 

 

باتوجّه به اینکه مساحت کل مکعب بر ضلع  برابر   و حجم مکعب به ضلع  برابر   است، پس: گزینه 3 - 13

 

مساحت جانبی مکعب به ضلع  برابر   است.
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بررسی گزینه ها: گزینه 4 - 14

: نادرست. چهاروجهی منتظم هرمی است که قاعدة آن مثلث متساوي الاضلاع است.  گزینۀ 

 

: نادرست. اگر شعاع کره اي را دو برابر کنیم، حجم آن  برابر می شود. گزینۀ 

: نادرست. هرم منتظم شکلی است که قاعدة آن شکل منتظمی باشد و ممکن است وجه هاي آن مثلث متساوي الاضلاع نباشد.  گزینۀ 

 

: درست. گزینۀ 

حجم استوانه به صورت   است و اگر   و   آنگاه:

ابتدا باتوجه به مساحت دایره، شعاع دایره را محاسبه می کنیم: گزینه 1 - 15

 دایره

حال براي به دست آوردن کمان  کافیست  محیط دایره را به دست آوریم:

 محیط دایره

گزینه 4 - 16

  آب در این حالت 

  آب در این حالت 
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چون مقدار آب داخل مکعب ثابت است پس حجم هر دو ثابت و با هم برابر است.

گزینه 3 - 17

گسترده ي هرم به شکل زیر است. کافی است مساحت یک مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  را حساب کرده و در چهار ضرب کنیم تا مساحت کل هرم به دست آید.

6

6 6

 نکته: مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  برابر است با:

  مثلث متساوي الاضلاع

 هرم 

گزینه 3 - 18

 از دوران شکل حول  یک کره که در داخل آن دو مخروط که از قاعده به هم متصل هستند، کم شده است.
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   محیط قسمتی از دایره
9

2400

A براي به دست آوردن حجم حاصل از قسمت هاشورخورده، حول  کافیست حجم کره را منهاي دو مخروط ایجاد شده کنیم.

H Bx

x 2

باتوجه به رابطۀ فیثاغورس:

پس شعاع کره و شعاع قاعدة مخروط و ارتفاع مخروط برابر  است.

گزینه 4 - 19

هر لیتر برابر سانتی متر مکعب می باشد.

  لیتر بر ثانیه

محیط شکل داده شده با محیط قاعده ي مخروط برابر است. گزینه 2 - 20

 محیط قاعده مخروط

 محیط قسمتی از دایره

،  هستند که  برابر می شوند:  ، فرض کنید ابعاد مستطیل  گزینه 2 - 21

  : قطر

  : مساحت جانبی

  : مساحت کل

  : حجم

هنگامی که کره اي درون استوانه اي محاط می شود شعاع قاعدة استوانه و کره برابر است و ارتفاع استوانه برابر است با قطر کره. گزینه 2 - 22
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  (شعاع استوانه)           و              (ارتفاع استوانه)

شکل برش داده شده را رسم می کنیم: گزینه 3 - 23

A
B

A

B

این شکل،  وجه دارد: دو وجه به شکل مثلث در بالا و پایین که هر کدام نصف مساحت وجه مکعب سابق را دارد و دو وجه مربع و یک وجه مستطیل، کافی است طول  را به دست آوریم باتوجّه
به رابطۀ فیثاغورس.

 مساحت مستطیل

 مساحت دو وجه مربع

 مساحت یک مربع  مساحت دو وجه مثلث

 مساحت کل 

شعاع قاعده ي استوانه ي بزرگ برابر  و ارتفاع آن برابر  است. حجم آن نیز  است. بنابراین: گزینه 2 - 24

 

شکل حاصل یک نیم کره با شعاع  می شود که باید یک مخروط به شعاع قاعده  و ارتفاع  را از آن کسر کرد. گزینه 1 - 25

 حجم نیم کره

 حجم مخروط

نکته: از دوران ربع دایره نیم کره حاصل می شود. گزینه 1 - 26

اگر حول  دوران بدهیم شکل حاصل یک نیم کره خواهد شد و حجم آن نصف حجم کره است.

 حجم نیم کره

 فرمول حجم کره
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گزینه 2 - 27
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. پس:  مطابق شکل حجم جسم حاصل برابر است با حجم استوانه اي به شعاع قاعدة  و ارتفاع 

5

4

3

 

 

قطر مکعب   ضلع مکعب   گزینه 2 - 28

پس ضلع مکعب را برحسب  به دست می آوریم:

  ضلع مکعب     ضلع مکعب  

مساحت جانبی مکعب برابر است با:

شکل حاصل دو استوانه هستند که روي هم قرار گرفته اند. گزینه 2 - 29

ابتدا طبق قضیۀ تالس نسبت شعاع ها را به دست می آوریم: گزینه 3 - 30

ابتدا بنا بر قضیۀ فیثاغورس براي مثلث  ، اندازة ضلع  و  را به دست می آوریم. گزینه 1 - 31
A

B C
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شکل حاصل از دوران حول یک ضلع قائم مخروطی به شعاع قاعده و ارتفاع  است. پس:

4

4

 

  مخروط

بررسی گزینه ها: گزینه 2 - 32
نسبت حجم به مساحت کل هر کدام از گزینه ها را به دست می آوریم:
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   : گزینۀ 

 

   : گزینۀ 

 

: گزینۀ 

 

: گزینۀ 

 

باتوجّه به اینکه  ، در نتیجه گزینۀ  درست است.

گزینه 3 - 33
 ابتدا باتوجه به راهبرد رسم شکل، شکل مناسبی رسم می کنیم.

6

باتوجه به شکل، کره اي به شعاع  سانتی متر در داخل استوانه اي به شعاع قاعدة  و ارتفاع  قرار دارد، پس از حجم استوانه، حجم کره را کم می کنیم.

به بررسی عبارت ها می پردازیم: گزینه 3 - 34

* درجه عبارت  نسبت به متغیر  برابر  و نسبت به متغیر  برابر  است، پس درجۀ این عبارت نسبت به  و  برابر  است.

* عبارت  گویا است، درست است.

، درست است. چون  و  است. * اگر  و  آنگاه 
* اگر ارتفاع مخروطی را دو برابر کنیم، حجم آن نیز دو برابر می شود.

درست است.

  مخروط

پس  تا از  عبارت درست است.

به سادگی و تجسم می تواند گزینه هاي  و  و  را تشکیل داد. گزینه 1 - 35

گزینه 1 درجه یعنی  از محیط دایره پس محیط دایره را حساب کرده و در  ضرب می کنیم:  - 36

 محیط

 : محاسبه ي شعاع قاعده ي مخروط
حجم حاصل، مخروط ناقص می باشد، یعنی یک مخروط بزرگ که مخروط کوچکی از آن کم شده است. گزینه 3 - 37
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دو برابر شود h اگر 1

3
r2 2

3
r2

34

234

2520٫70٫7

= × π → = 20 × π × 0٫7 = 14πمحیط مکانی قطر 

14π = xπ → x = 14 → = شعاع7

=
MA

MB

AC

BD

= → 3x = 2(x + 1) → 3x = 2x + 2
x

x + 1
2
3

→ 3x − 2x = 2 → x = 2

V =
π hr2

3
↗

↘

= = 9π− →−−−−−
مخروط بزرگ

V1
π × × 332

3

= =− →−−−−−
مخروط کوچک

V2
π × × 222

3
8π

3

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= − = 9π −Vشکل V1 V2
8π

3

= =
27π − 8π

3
19π

3
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اگر شکل را دوران دهیم به یک نیم کره می رسیم که شعاع آن طبق فیثاغورس برابر  است. گزینه 1 - 38

3 21

O
A

B

 

    حجم نیم کره

 حجم مخروط

 حجم مخروط  حجم نیم کره  
حجم رنگی 

باتوجه به شکل  تا طول جعبه،  تا عرض و  تا ارتفاع داریم یعنی: گزینه 1 - 39

 طول کل روبان

گزینه 1 - 40
  دو روش براي چیدن جعبه ها وجود دارد:

)  طبقه و در هر طبقه  جعبه )  طبقه در هر طبقه  جعبه        

هم روش دیگر این است که حجم جعبه ي  بر حجم جعبه ي  تقسیم شود.

عدد 

زیرا در این گزینه یک طرف قاعده ندارد. گزینه 3 - 41

مساحت بیرونی هر وجه مکعب برابر است با:  اما یک مربع  از آن کم می شود  پس مساحت  وجه مکعب برابر است با:  گزینه 1 - 42

از هر وجه یک سوراخ مربع شکل ایجاد شده و دور تا دور این سوراخ  مربع  وجود دارد.

 مساحت کل

گزینه 2 - 43

 حجم

 مساحت کل

 هزینه ي رنگ آمیزي یک مکعب

مکعب هایی که در گوشه قرار می گیرند هر سه وجه شان و مکعب هاي روي یال دو وجه آن ها قابل دیدن است.  تا از مکعب هاي وسط هر وجه، فقط یک وجه قابل دیدن دارند. گزینه 3 - 44

بنابراین  تا از مکعب هاي سیاه را در وسط مکعب قرار می دهیم که هیچ وجهی از آن ها دیده نشود. در هر وجه  مکعب وسط را سیاه قرار می دهیم  
یک مکعب سیاه می ماند که آن را روي یال می گذاریم که دو وجه آن دیده می شود

 تعداد سطوح سیاه بیرونی

اگر طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل را با  و  و  نشان دهیم: گزینه 4 - 45

مقدار  و  قابل قبول نیست چون جمع  از  بزرگتر می شود. طبق مقادیر  و  مقدار  می تواند  و یا  باشد.

  : حجم هاي ممکن

3

OB = OA → (OB + (OA = (AB → 2(OA = (3 → OA = 3)2 )2 )2 )2 2
−−

√ )2

= = = 18π

π
4
3

r3

2

× π × 3 × 3 × 34
3

2

= = = 9π
π hr2

3
π × 3 × 3 × 3

3

= 18π − 9π = 9π–=

224

2(20) + 2(15) + 4(10) = 110

= 110 + 47 = 157cm

164268

AB

→ = = 24
A = 10 × 4 × 6 = 240 cحجمVA m3

B = 5 × 2 × 1 = 10 cحجمV
B

m3

A حجم
B حجم

240
10

3 × 3 = 91 × 19 − 1 = 8cm
266 × 8 = 48m

2

41 × 1

4 × 6 × 1 × 1 = 24

= 48 + 24 = 72

= × 10 = 640 → = 64 ⇒ x = 8cmx
2

x
2

= 2 + 4(10x) = 128 + 320 = 448cx
2

m
2

= 448 × 15 = 6720

4

848 + 4 × 6 = 32

: (4 × 6) + (2 × 1) = 26

abc

4(a + b + c) = 68 ⇒ a + b + c = 17

ab = 18 ⇒ a = 2 , b = 9
a = 3 , b = یا6

a = 18b = 1a + b + c17abc68
2 × 9 × 6 = 108
3 × 6 × 8 = 144
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گزینه 3 - 46

 الگوي مکعب را به شکل مقابل در نظر بگیرید. به این ترتیب، مربعی به ضلع  براي ساختن مکعب کافی است.

کوچکترین عدد طبیعی کمتر از  برابر است با  .

توجه کنید که مثلث  متساوي الاضلاع است. گزینه 1 - 47

ابعاد آن مکعب باید کوچکترین مضرب مشترك اعداد  و و  باشد. بنابراین طول این مکعب  و حجم آن  است. از طرف دیگر حجم مکعب مستطیل  گزینه 4 - 48

می باشد بنابراین تعداد مکعب مستطیل هاي لازم برابر است با:      

هر مکعب  وجه و هر چهار وجهی  وجه دارد. این حجم ها روي هم  وجه دارند. گزینه 1 - 49

شکل حاصل یک استوانه به شعاع قاعده ي  و ارتفاع  است که یک مخروط به شعاع قاعده ي  و ارتفاع  از آن کم شده است. گزینه 3 - 50

3

3

7

قسمت هایی که باید رنگ شوند، شامل سطح یک نیم کره بیرونی به شعاع  سانتی متر، سطح یک نیم کره داخلی با شعاع  سانتی متر و ضخامت ظرف که شکلی مانند شکل روبرو گزینه 4 - 51
دارد:

  مساحت نیم کره ي بیرونی

 مساحت نیم کره ي داخلی
4 1

 مساحت شکل بالایی

 کل مساحت رنگ شده

گرم  میزان رنگ مصرفی
که در بین گزینه ها موجود نیست.

شکل جدید از  وجه مربع به ضلع  ، یک وجه مستطیل شکل به طول  و عرض   و همچنین دو مثلث قائم الزاویه به ضلع هاي قائمه   تشکیل می شود. ابتدا طول  را به گزینه 4 - 52
دست می آوریم:

 مساحت وجه مستطیل

 مساحت هاي دو وجه مربعی

 مساحت هاي دو وجه مثلثی

 مساحت کل شکل

در مثلث قائم الزاویه متساوي الساقین دو ساق برابرند و دو زاویه  درجه هم دارد. گزینه 2 - 53

2
6

x

x
450

450

× 2 + 2 + × 2 = 4
1
2

2
−−

√ 2
−−

√
1
2

2
−−

√ 2
−−

√

4 2
−−

√6

DA1 C1

12362161 × 2 × 3 = 6

216 ÷ 6 = 36

645 × 6 + 3 × 4 = 42

3733

= π h = π × × 7 = 63πVاستوانھ R
2 32

= π h = π × × 3 = 9πVمخروط
1
3

R
2 1

3
32

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

→ = − = 63π − 9π = 54πVکل Vاستوانھ Vمخروط

54

= 2π = 2 × 3 × = 150cR
2 52

m
2

= 2πR = 2 × 3 × = 96c
′2 42

m
2

= − (π × ) = 25π − 16π = 9π = 9 × 3 = 27c(π × 5)
2 42

m
2

= 150 + 96 + 27 = 273c = 0٫0273m
2

m
2

= 100 × 0٫0273 = 2٫73

23bAB3b3bAB

= + = 9 + 9 = 18 → AB = b(AB)2 (3b)
2

(3b)
2

b
2

b
2

b
2 18

−−
√

= 3 b × 3b = 92
−−

√ 2
−−

√ b
2

= 2 × 3b × 3b = 18b
2

= 2 × = 9
3b × 3b

2
b

2

= 9 + 18 + 9 = 9 + 27 = (9 + 27)2
−−

√ b
2

b
2

b
2 2

−−
√ b

2
b

2
b

2 2
−−

√

45

+ = → + 2( ضلع)=
2( ضلع)

(وتر)
2 x

2
x

2 (6 )2
−−

√
36×2=72

2
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 حجم مخروط

دو مخروط یکسان با شعاع قاعده ي  و ارتفاع  تشکیل می شود. گزینه 1 - 54

32
 

گزینه 1 - 55

دوران حول ضلع  یعنی ارتفاع    و شعاع  می باشد.

3

5

B

C

A

4

ارتفاع  مساحت قاعده  حجم

 

دوران حول ضلع  یعنی ارتفاع  و شعاع   می باشد.

گزینه 1 - 56

از دوران حول  نیز مخروط به شعاع و قاعده ي  به وجود می آید.

مثلث گفته شده قائم الزاویه است، چرا که  . حال این مثلث را حول وتر دوران می دهیم. دو مخروط قائم به شعاع  و ارتفاع هاي  و  تشکیل می شود. گزینه 2 - 57

   مثلث 

43 R
5

3 4

a
R

b

→ 2 = 72 → = 36 → x = = 6x
2

x
2 36

−−
√

= × = π × × 6
1
3

مساحت قاعده ارتفاع
1
3

(6)
2

= × π × 216 = = 72π
1
3

216π

3

23

= = = 4πVمخروط
π hr2

3
π × 2 × 2 × 3

3

→ V = 2 × 4π = 8πھر دو مخروط

A = − → A = 25 − 6 = 9 → AB = = 3B
2 52 42

B
2 9

−−
√

AB3cm4cm

×=
1
3

= × (π × ) × 3 = π × 16 × 3 = 16πV1
1
3

42 1
3

AC4cm3cm

= × (π × ) × 4 = × π × 9 × 4 = = 12πV2
1
3

32 1
3

36π

3

− = 16π − 12π = 4πV1 V2

= + = 2(AC)2 (AB)2 (BC)2 − →−−−−
AB=BC

(AC)2 (AB)2

→ = 2 → 9 × = → AB = = 3(3 )2
−−

√
2

(AB)2 2 2 (AB)2 9
−−

√

AB = BC = 3cm

AB3

= = = 9πVمخروط
π hr2

3
π × 3 × 3 × 3

3

= +52 42 32
Rab

S = = 6 = → R =
3 × 4

2
R × 5

2
12
5

→ کل V = π a + π b

V = π aمخروط سمت چپ
1
3

R
2

V = π bمخروط سمت راست
1
3

R
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1
3

R
2 1

3
R

2

= π ( = π = π = π × =
1
3

R
2

a + b)
  5

5
3

R
2 5

3
( )

12
5

2 5
1

3
1

144
48

25
5

48π

5
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گزینه 1 - 58

xx

50

xشکل حاصل از دوران
x

x

50

50

 

در نتیجه شعاع قاعده ي مخروط و ارتفاع مخروط برابر  سانتی متر است. پس حجم مخروط برابر است با:

چون صفحه ي کاغذ به اندازه ي  دوران یافته است، بنابراین حجم به دست آمده، نصف حجم مخروط است. گزینه 1 - 59

3

2

   شکل 

گزینه 3 - 60

 کره

 نیم کره

→ + = ⇒ 2 = 50 → = 25 → x = 5cmx
2

x
2 ( )50

−−
√

2
x

2
x

2

5

π h = π × 5 = π
1
3

R
2 1

3
(5)

2 125
3

180∘

V = × π h = × π × × 3 = π = 2πc
1
2

1
3

R
2 1

6
(2)

2 12
6

m
3

V = π
4
3

r
3

V = ( π ) × = =
4
3

r
3 1

2

π × 2 × 2 × 24
3

2
16π

3
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