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سطح مقطع یک مکعب به طول یال  واحد با صفحه‌ای گذرنده بر انتهای سه یال آن که در یک رأس مشترک باشند، چند واحد مربع است؟   1۶

۱۸۱۲ ۳√۱۸ ۳√۲۴

، در کدام حالت، تعداد ، موازی خط  و عمود بر صفحۀ  نقطۀ  و خط  و صفحۀ  مفروض‌ هستند. در رسم صفحه‌ای گذرا از نقطۀ    2
جواب‌ها، بی‌شمار است؟
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d ∩ P = dd ∩ P ≠ ϕd||Pd ⊥ P

  و  واحد است زاویۀ قطر مکعب مستطیل با یال بزرگ‌تر چند درجه است؟ طول یال‌های مکعب مستطیل به‌ترتیب و   3۱۳√۲

۳۰۴۵۶۰۹۰

بزرگ‌ترین مکعب ممکن داخل یک کره به قطر  واحد جای گرفته است، سطح کل این مکعب کدام است؟   4۶

۶۳۵۴۷۲۸۱
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، چند درجه است؟ در مکعب شکل مقابل، زاویۀ صفحۀ قطری سایه زده با صفحۀ وجه    5ABCD

۳۰۴۵∘

۶۰∘۹۰∘

در یک مکعب به طول یال  واحد، بر انتهای سه یال گذرا بر یک رأس، صفحه‌ای می‌گذرد. مساحت مقطع این صفحه با مکعب کدام است؟   6۴

۸۴ ۶√۱۲۸ ۳√

در یک چهاروجهی منتظم، از وسط هر یال آن صفحه‌ای موازی وجه مقابل می‌گذرانیم، تا  هرم کوچک‌تر، از چهاروجهی مفروض جدا کند. حجم   7
لیه است؟ جسم باقی‌مانده، چند برابر حجم چهاروجهی اوّ
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مکعبی به طول یال  واحد در داخل کوچک‌ترین کرۀ ممکن جای گرفته است. مساحت این کره کدام است؟   8۲
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 در مکعب شکل مقابل، مساحت چهارضلعی  برابر  است. سطح کل مکعب چند سانتی‌متر مربع است؟   9ABCD۳ ۲√
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یک ذوزنقۀ قائم‌الزاویه به قاعده‌های  و  و ساق قائم  واحد را حول ساق قائم دوران می‌دهیم. حجم جسم حاصل، کدام است؟   10۲۵۳

۳۶π۳۸π۳۹π۴۰π
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، کدام است؟ در مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع  واحد، حجم حاصل از دوران هر دو سطح سایه‌زده‌شده، در حول ارتفاع    11۲ ۳√AH
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هر مکعب چند صفحه تقارن دارد؟   12

۶۷۸۹

در یک مکعب، صفحۀ گذرا بر یک یال و وسط یال دیگر، آن را به دو قطعۀ نابرابر تقسیم می‌کند. نسبت حجم‌های این دو قطعه، کدام است؟   13
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در داخل نیمکره به شعاع  واحد، استوانهای به ارتفاع  واحد جای گرفته است. بیشترین حجم ممکن این استوانه، کدام است؟   14۹۶

۱۸۰π۲۱۰π۲۴۰π۲۷۰π

سه رأس  و  و  از مکعبی را چنان انتخاب می‌کنیم که هر دو رأس آن از یک یال نباشد مساحت مثلث  چند برابر مساحت یک وجه   15
مکعب است؟
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در یک چهاروجهی منتظم، هر وجه آن مثلث متساوی‌الاضلاع است. طول هر یال آن  واحد است. ارتفاع این هرم، کدام است؟   16۲ ۶√

۲ ۲√۲ ۳√۳۴

، ، حول خط گذرا از رأس  و موازی ضلع   با ضلع‌های قائم   حجم جسم حاصل از دوران مثلث قائم‌الزاویه    17
کدام است؟ 

ABCAC = ۲ ,AB = ۵۶√CAB

۶۰π۷۰π۷۵π۸۰π

،  و  غیرواقع در یک راستا و خط  غیرموازی با صفحه این سه نقطه مفروض هستند. تعداد صفحات موازی  که هر سه نقطۀ سه نقطۀ    18
مفروض از آن به یک فاصله باشند، کدام است؟

ABCΔΔ

۱۲۳۴
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سطح محدود به مستطیل  و نیم‌دایره به قطر  واحد، حول خط  دوران می‌کند. حجم جسم حاصل، چند برابر  است؟   19۲ × ۵۳Δπ

۱۵۱۵٫۵

۱۶٫۵۱۷

در فضا، دو خط  و  موازی هستند. اگر خط  خط  را در یک نقطه قطع کند، کدام مورد در خصوص وضعیت خط  و  همواره درست   20
است؟

غیرموازی‌اند. غیرمتقاطع‌اند. موازی‌اند. متنافرند.

ℓ۱ℓ۲dℓ۱dℓ۲
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عکس کدام قضیه در فضا برقرار است؟   21

 عمود است. اگر دو خط  و  موازی باشند، آنگاه هر خط عمود بر  بر خط 

اگر خطی لااقل با یک خط از صفحه‌ای موازی باشد، آنگاه آن خط با صفحۀ مفروض موازی است.

اگر دو صفحۀ  و  موازی باشند، آنگاه فصل مشترک‌های صفحۀ  با آن دو صفحه موازی‌اند.

اگر دو صفحۀ  و  موازی باشند، آنگاه بر روی دو خط متقاطع پاره‌خط‌های متناسب ایجاد می‌کنند.

dd
′

dd
′

PQR

PQ

خط  با کدام شرایط می‌تواند موازی صفحۀ  و عمود بر صفحۀ  باشد؟        22ΔPQ

P⊥QP ∩ Q = ∅Δ⊥ (P ∩ Q)Δ ∥ (P ∩ Q)
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سطح مقطع حاصل، مثلث متساوی‌الاضلاع  به ضلع  است.

 

مساحت مثلث متساوی الاضلاع  

، آن‌گاه تمام صفحات موازي  و گذرا از نقطۀ  بر صفحۀ  عمود هستند. اگر    2

  پس   که  و با توجه به شکل مقابل اگر  قطر مکعب مستطیل باشد چون  بر وجه مقابل عمود است پس   3

،در نتیجه مثلث  قائم‌الزاویۀ متساوی الساقین است.  یعنی

وقتی بزرگ‌ترین مکعب ممکن داخل کره به قطر  محاط میشود که قطرهای آنها بر هم منطبق باشند. پس داریم:   4

 

حال با معلوم بودن طول یالهای این مکعب، سطح کل این مکعب برابر است با:

توجه کنید که پاره‌خط  بر صفحۀ  عمود است زیرا بر تمام خطوط این صفحه که از نقطۀ  می‌گذرند عمود می‌باشد. پاره‌خط  عضو )متعلق(   5

صفحۀ سایه زده است. پس صفحۀ  بر صفحۀ  عمود است.

  6

انتهای سه یالی که از رأس  می‌گذرند، نقاط  و  و  هستند و طراح سوال مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع  را خواسته است )دقت کنید که سه

ضلع این مثلث قطرهای سه مربع یکسان هستند و طول قطر یک مربع به ضلع  برابر  است. بنابراین طول اضلاع مثلث متساوی‌الاضلاع برابر 
است(.
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اگر صفحه‌ای موازی با قاعدۀ یک هرم آن‌ را قطع کند، آنگاه نسبت حجم هرم ایجادشده به حجم هرم اولیه، مساوی توان سوم نسبت یال‌های این دو هرم است.   7
مطابق شکل داریم:
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حجم هر هرم جداشده حجم هرم کل 
حجم هرم 

حجم هرم کل

 

وقتی مکعب درون کره محاط می‌شود، آنگاه قطر مکعب برابر قطر کره خواهد بود. داریم:   8

 

  برابر  است. طبق فرض داریم: اگر ضلع مکعب  باشد اندازۀ قطر وجه مکعب  است، پس مساحت    9
a

a
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a  

  10
 روش اول: ابتدا شکل ذوزنقه را رسم می کنیم:

         

2

3

5

2اگر این ذوزنقه را حول ساق قائم دوران دهیم یک مخروط ناقص به‌صورت زیر حاصل می‌شود.

3

5

2

5

ابتدا مخروط کامل را پیدا می‌کنیم:

2

3
5

A

H

x

 برای این منظور دو ساق را امتداد می‌دهیم تا در راس  یکدیگر را قطع کنند.
با توجه به متشابه بودن مثلث کوچک با مثلث بزرگ داریم:

 

حالا ابتدا حجم مخروط کامل را به دست می‌آوریم:

 مخروط کامل

سپس حجم مخروط کوچک بالایی را از کل کم می‌کنیم.

می‌دانیم مخروط کوچک با بزرگ متشابه است و نسبت تشابه آنها  است پس نسبت حجمشان  است. بنابراین  از کل بریده می‌شود و  آن باقی می‌ماند. پس حجم

باقی‌مانده به‌صورت زیر محاسبه می‌شود:

=
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  مخروط ناقص

  و ارتفاع  برابر است با:  ‌روش دوم:)نکته( حجم یک مخروط ناقص با مساحت قاعده‌های  

‌

‌در نتیجه طبق نکته فوق و فرض سؤال داریم:

‌

اولاً شعاع دایرۀ محاطی مثلث متساوی‌الاضلاع، مطابق شکل، از رابطۀ زیر به دست می‌آید:   11

‌

 

 

‌از طرفی ارتفاع مثلث متساوی‌الاضلاع از رابطۀ  به دست می‌آید.

از دوران گفته‌شده یک مخروط ایجاد می‌شود که یک کره از آن حذف شده است. داریم:

  مخروط 

  کره 

هر مکعب  صفحه تقارن دارد،  صفحه صفحاتی هستند که وسط‌های هر  یال موازی را به هم وصل می کنند و  صفحه صفحاتی هستند که دو یال موازی   12
غیرواقع در یک صفحه را به هم وصل می کند.

  13
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  14
مطابق شکل و فرض داریم:

A

B

9 6

rO

 

  15

مثلث  مثلث متساوی‌الاضلاع است زیرا هر ضلع آن برابر قطر وجه مکعب یعنی است.
A

B

C

 

  است، پس: ، طول ارتفاع وارد بر یک وجه آن برابر  نکته: در چهاروجهی منتظم به طول یال    16

  17
جسم حاصل یک استوانه است که یک مخروط قائم از آن جدا شده است.

داریم:

A

B

C

5

2 6

      

با انتخاب نقاط وسط دو ضلع مثلث، می‌توان از آنها صفحه‌ای به موازات  گذراند که این صفحه پاسخ مسأله است. اما به سه طریق می‌توان وسط دو ضلع از مثلث   18

  وسط اضلاع  یا  یا  را می‌توان انتخاب نمود( بنابراین مسأله‌  جواب دارد. را انتخاب کرد. )یعنی در مثلث 

، شکل فضائی حاصل یک استوانه به شعاع  و ارتفاع  بوده که از درون آن کره‌ای به شعاع  حذف شده است. داریم: با دورانِ شکلِ داده‌شده حول خط    19

5

2

2
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5

  20

 دو خط  و  الزاماً غیرموازی )متنافر یا متقاطع( هستند. 
‌برای مثال: 

- اگر خط  یال  فرض شود،  را قطع کرده و با  متنافر است. 

 نیز متقاطع است.  - اگر خط  یال  فرض شود  را قطع کرده است و با 
اثبات با استفاده از برهان خلف: 
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⎪⎪⎪⎪⎪

= π hVاستوانه r
۲

یاد آوری:

= πVکره
۴
۳

R۳

dℓ۲

dCGℓ۱ℓ۲

dABℓ۱ℓ۲

, d
}→ d∥

d∥ℓ۲

∥ℓ۱ ℓ۲
ℓ۱

: , dفرض متقاطع‌اند ℓ۱

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−

تناقض

الزاماً غیر‌موازی هستند. ℓ۲ فرض خلف باطل و حکم برقرار است یعنی دو خط
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( را رد می‌کند: ( و ) ( که درست نیست، شکل زیر هم، عکس گزینه‌های ) گزینه )   21

 

  22

 اگر دو صفحۀ  بر هم عمود باشند، هر خط عمود بر  با  موازی است.

P

Q
Δ

۱۳۴

Q,PQP
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