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در مثلث قائم الزاویه به طول اضلاع قائم  و  واحد، فاصلۀ نقطۀ تلاقی میانه ها از بزرگ ترین ضلع این مثلث کدام است؟  168

1٫51٫61٫82

، وسط دو ضلع غیرمجاور و وسط دو قطر آن، رأس هاي یک لوزي هستند. الزاماً کدام نتیجه گیري در مورد چهارضلعی در چهارضلعی   2
مفروض، درست است؟

دو قطر عمود برهم اند. دو ضلع غیرمجاور دیگر، برابرند.

دو ضلع غیرمجاور، موازي اند. دو ضلع شامل رأس هاي لوزي، برابرند.

ABCD

3

4

در مستطیلی به طول اضلاع  و  واحد، از هر دو رأس متقابل، عمودي بر قطر دیگر این مستطیل رسم شده است. مساحت متوازي الاضلاع حاصل،  3
کدام است؟

34

5٫255٫75

67٫5

ناحیۀ محدود به یک چندضلعی در کدام حالت ممکن است محدب نباشد؟  4

تمام نقاط پاره خطی که دو نقطۀ دلخواه آن را به  هم وصل می کند، عضو آن مجموعه باشند.

هر زاویۀ داخلی کمتر از نیم صفحه باشد.

سایر رأس ها در یک طرف خطی قرار دارند که بر ضلع آن منطبق است.

یک قطر، آن را به دو ناحیۀ محدب تقسیم کند.

از به هم وصل کردن وسط ضلع هاي مربعی، یک مربع جدید ایجاد شده است. نسبت مساحت مربع بزرگ تر به کوچک تر کدام است؟  5

2√23√4

در مثلث قائم الزاویه اي زاویۀ بین ارتفاع و میانۀ وارد بر وتر برابر  درجه است. کوچک ترین زاویۀ مثلث چند درجه است؟  626

24283234

در یک ذوزنقه، خطی که وسط ساق ها را به  هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت  به  تقسیم می کند. نسبت قاعده هاي ذوزنقه کدام است؟  735
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اندازة قاعده هاي ذوزنقه اي  و  واحد است. پاره خطی موازي قاعده هاي ذوزنقه چنان رسم می کنیم که ذوزنقه را به دو قسمت با مساحت مساوي،  8
تقسیم کند. اندازة پاره خط، کدام است؟

59
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اگر هر زاویۀ داخلی یک  ضلعی منتظم فقط  درجه کمتر از هر زاویۀ داخلی یک  ضلعی منتظم باشد،  کدام است؟  9n2n + 2n

16182022

در ذوزنقه اي با طول قاعده هاي  و  و ارتفاع  واحد، مساحت مثلث محدود به دو قطر و یک ساق آن، چند واحد مربع است؟  1081210

18202428
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طول ساق یک مثلث متساوي الساقین  و طول قاعدة آن  است. مساحت مثلث کدام است؟  1185
−−
√12

24 3√4230 2√48
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در شکل زیر، پاره خط  مساحت مستطیل را به دو جزء با نسبت مساحت هاي  تقسیم کرده است. اگر طول قطر مستطیل  واحد باشد،  12

پاره خط  چند واحد است؟

AM
5
9

25

AM

21239 7√10 6√

درشکل مقابل، مساحت مربع  واحد مربع است. مساحت هشت ضلعی منتظم کدام است؟  132

4 ( − 1)2√4 (2 − )2√2 ( − 1)2√2 (2 − )2√

در مثلث  از نقطۀ تلاقی میانه ها، دو خط موازي با اضلاع  و  رسم کرده، تا ضلع  را در نقاط  و  قطع کنند. اگر  14

 باشد، اندازة  کدام است؟

ABCABACBCDE

BC = 24DE

67٫27٫58

در مثلث  از نقطۀ  محل تلاقی نیمساز داخلی زاویۀ  با ضلع  ، خطوطی موازي دو ضلع دیگر رسم می کنیم تا آن ها را در  و   15

قطع کند،  و  نسبت به هم چه وضعی دارند؟

عمودمنصف هم زاویۀ بین آنها مکمل زاویۀ  است. فقط منصف هم فقط عمود برهم

ABCDÂBCMN

ADMN

A

طول ضلع یک مربع برابر محیط مثلث قائم الزاویه و متساوي الساقین به ضلع قائم  واحد است. با حذف گوشه هاي این مربع، بزرگ ترین هشت  16
ضلعی منتظم ممکن داخل آن ساخته شده است. مساحت این هشت ضلعی کدام است؟

2

3224 2√24 + 8 2√16 + 16 2√

مربعی در داخل مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین طوري محاط شده است که دو ضلع آن بر ضلع زاویۀ قائمۀ آن مثلث و یک رأس آن واقع بر  17
وتر است. مساحت مثلث چند برابر مساحت مربع است؟

22√3√
3
2

درشکل مقابل اندازة طول اضلاع هشت ضلعی منتظم  واحد است . مساحت مربع کوچک چند واحد مربع است؟  182

4 (1 + )2√4 (2 + )2√8 (1 + )2√8 (2 + )2√

هر ضلع مثلث متساوي الاضلاع به نسبت هاي  و  تقسیم شده است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت مثلث متساوي الاضلاع است؟  1912
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در شش ضلعی منتظم زیر، مساحت ناحیۀ هاشورخورده چند سانتی متر مربع است؟  20

3 3√2 3√

32

از بین مثلث هایی که در ضلع ثابت  مشترك و مساحت هر یک از آنان  واحد مربع باشد، کمترین مقدارمحیط کدام است؟  21AB = 1648
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در ذوزنقۀ متساوي الساقین با زاویۀ  درجه، قاعدة کوچک تر برابر ساق آن است. اگر محیط این ذوزنقه  واحد باشد، مساحت آن کدام  22
است؟

6030

24 3√27 3√4854
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، بر روي ضلع  مربعی ساخته شده است. اگر دو مثلث سایه زده هم نهشت باشند، مساحت ذوزنقه چند برابر در مثلث قائم الزاویۀ   23
مساحت مربع است؟
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در مثلث قائم الزاویۀ  که  و  است، ارتفاع  و میانۀ  رسم می کنیم. مساحت مثلث  چند برابر  24

مساحت مثلث  است؟

ABC= 90°Â=
AB

AC

3√

2
AHAMABC

AMH

7101214

A

B

C

در شکل رو به رو، فاصلۀ هر دو نقطۀ متوالی به صورت افقی و عمودي برابر واحد است. طول ارتفاع وارد بر بزرگ ترین ضلع مثلث کدام است؟  25
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از چهار رأس یک چهارضلعی، خط هاي موازي قطرها رسم می کنیم. از تلاقی این خطوط یک چهارضلعی حاصل می شود. نسبت مساحت  26
چهارضلعی اول به مساحت چهارضلعی حاصل شده کدام است؟
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در یک متوازي الاضلاع، وسط دو ضلع غیر موازي را به هم وصل می کنیم. متوازي الاضلاع به دو قسمت نامساوي تقسیم می شود. مساحت قسمت  27
بزرگ تر چند برابر مساحت قسمت کوچک تر است؟

5678

یک  ضلعی محدب حداکثر چند زاویۀ حاده داخلی می تواند داشته باشد؟  28n

2345

برابر کدام است؟ 29ABCAHBH  در مثلث  دو ارتفاع  و را رسم کرده ایم. در این صورت  ′AH

BH ′

AC

BC

AC
2

BC 2

BC

AC
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2

AC 2

، کدام یک از خطوط زیر، سطح مثلث را به دو قسمت مساوي تقسیم می کند؟ در مثلث دلخواه   30

عمود منصف  ارتفاع وارد از رأس  نیمساز زاویۀ  میانۀ وارد از رأس 

ABC

AAABC

یک زاویۀ ذوزنقۀ قائم الزاویه اي  است. اگر طول ارتفاع و قاعدة کوچک، هر دو برابر  باشند، آنگاه مساحت ذوزنقه کدام است؟  3145∘6

60545045

در یک مستطیل وسط هاي اضلاع را به طور متوالی به  هم وصل می کنیم. نسبت مساحت مستطیل به مساحت شکل حاصل کدام است؟  32
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مثلث هاي قائم الزاویه که در یک رأس مشترك هستند و اندازة یک ضلع قائم آنها  واحد است، چنان رسم می شوند که ضلع قائم دیگر آنها وتر  33
مثلث قبلی است. مساحت نهمین مثلث کدام است؟
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2√3
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در مثلث  ، میانه هاي رسم شده از رأس هاي  و  بر هم عمودند. اگر طول میانۀ رسم شده از رأس  برابر  و مساحت این مثلث  34

برابر  باشد، نسبت طول میانه هاي رسم شده از دو رأس  و  کدام است؟

ABCBCC4٫5

18BC
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در یک مستطیل، خط هایی از دو رأس مقابل بر یک قطر عمود می شوند و آن قطر به سه قسمت طوري تقسیم می شود که قسمت وسط دو برابر  35
هریک از قسمت هاي کناري است. مساحت این مستطیل چند برابر مساحت کوچک ترین مثلث ایجادشده در مستطیل است؟

2416128

اندازة اضلاع مثلث قائم الزاویه اي، به صورت  است. مساحت این مثلث، کدام است؟  362x + 3 2x + 1 ، x +  و 1

60564539

در شکل مقابل هر دو چهارضلعی مربع اند. مساحت مربع بزرگ تر چند برابر مساحت کوچک ترین مثلث ها است؟  37

1216

1824

کدام یک از تعاریف زیر، تعریف لوزي نیست؟  38

متوازي الاضلاعی که اقطارش برهم عمودند. متوازي الاضلاعی که اضلاعش باهم مساوي اند.

متوازي الاضلاعی که قطرهایش نیمساز زوایا هستند. متوازي الاضلاعی که اقطارش منصف یکدیگرند.

در یک مثلث متساوي الاضلاع، بر روي دو ضلع آن دو مربع ساخته شده است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟  39
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13√

اگر طول ضلع شش ضلعی منتظم شکل روبه رو  واحد باشد، مساحت مثلث سایه زده شده چند واحد مربع است؟  404

12 3√16 2√

16 3√18 2√

در ذوزنقۀ قائم الزاویه اي، اندازة نسبت دو قاعده  است. اگر وسط قاعدة کوچک را به وسط ساق قائمه وصل کنیم، مساحت مثلث حاصل چند  41

برابر مساحت ذوزنقۀ اصلی است؟
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در یک مثلث متساوي الساقین، اندازة قاعده  و اندازة میانۀ وارد بر آن، نصف قاعده است. اندازة میانۀ نظیر هر ساق کدام است؟  4216
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در بین مثلث هایی با مساحت  واحد مربع که در ضلعی به اندازه  واحد مشترك هستند، کمترین مقدار محیط کدام است؟  433015
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ضلعی، با کم شدن یک ضلع،  قطر از تعداد قطرهاي آن کم می شود. اگر دو ضلع کم شود، چند قطر از تعداد قطرها کم می شود؟  در یک   44n16

30313233

، اگر دو قطر  و  یکدیگر را در  قطع کنند، چهارضلعی  کدام است؟ در پنج ضلعی منتظم   45

ذوزنقه ي متساوي الساقین مربع مستطیل لوزي

ABCDEBDCEMABME

در داخل مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین، بزرگ ترین مربع ممکن را قرار می دهیم. نسبت مساحت این مربع به مساحت مثلث مفروض چقدر  46
است؟
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در خارج یک مربع به ضلع  واحد بر روي هر دو ضلع مجاور آن، مثلث متساوي الاضلاع ساخته شده است، مساحت مثلث  کدام است؟  472ABC
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طبق قضیۀ فیثاغورس داریم:  1

حال اگر  مرکز ثقل مثلث باشد و از  عمود  را بر  وارد کنیم، آنگاه داریم:

 

مطابق شکل داریم:   2

 

N

C
P

BA

D

Q

M

. از طرفی چهارضلعی  لوزي است پس  بنابراین 

مطابق شکل داریم:  3

H

4

H

B

CED

FA x x-

 

: با رسم قطر  دو ناحیۀ محدب  و  به وجود آمده، اما خود  محدب نیست. مثال نقض براي گزینۀ   4

A

CB

D 

قطرهاي مربع کوچک برابر اضلاع مربع اصلی هستند. داریم:  5

B = A + A = + → BC = 10C 2 B2 C 2 62 82

GGGH ′BC
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AH×10

2

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

6 × 8
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3

} MQ = AD
AB وسط M
BD وسط Q

− →−−−
نتیجۀ تالس 1

2

} MN = BC
AB وسط M
AC وسط N

− →−−−
نتیجۀ تالس 1

2

MNPQMN =MQAD = BC

: A + A = B → + = B → BD = 5ABD
Δ

B2 D2 D2 42 32
D2

: A = DH × BD→ 9 = DH × 5 →ABD
Δ

D2

⎧

⎩
⎨
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9
5
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′ 9

5

→ H = BD − DH − B = 5 − − =H ′ H ′ 9
5

9
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: F ∥ AH = → = = → 16 − 4x = 9 → x =ABH
Δ

H ′ −→−
تالس BF
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BH ′
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= AD × AF = 3 × x = 3 × = = 5٫25SAFCE
7
4
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4

4ACACDABCABCD
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، مطابق شکل داریم: با فرض   6

BA

C

M
H

 

 :  در هر مثلث قائم الزاویه

، طول میانۀ وارد بر وتر، نصف طول وتر است، بنابراین داریم:  تذکر: در مثلث قائم الزاویۀ 

 

 

می دانیم طول پاره خطی که وسط هاي دو ساق ذوزنقه را به هم وصل می کند، برابر میانگین طول دو ساق است، پس با توجه به شکل و فرض داریم:    7
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مطابق شکل و فرض سؤال داریم:

A B

D C9

5
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x

h

h

   

     

   

 9
طبق فرض داریم:

   

 10

 دو مثلث  و  متشابه هستند. بنابراین نسبت ارتفاعها با نسبت اضلاع، مساوي است. داریم:

12
D C

BA 8

O
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h

در مثلث متساوي الساقین ارتفاع وارد بر قاعده، میانه هم می باشد. داریم:  11
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S

S ′

a × a

a × a

2
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′
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=
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2
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′
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7
=
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→ + 14x + 45x2 = 98 + 14x→ x2 = 98 − 45 = 53 → x = 53
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n + 2

180n
n

360
n

⇒ + = 2 ⇒ + = 2
180 −180n(n+2)n2

n(n+2)
360
n

180 −180 −360nn2 n2

n(n+2)
360
n

⇒ − = 2 ⇒ n(n + 2) = 360 ⇒ {
360
n

360
n+2

n = 18 ق  ق
n = −20 غ  ق  ق

OABOCD

= → = → 2h = 30 − 3h→ 5h = 30 → h = 6
h

10 − h

12
8

h

10 − h

3
2

= − = ( × 10 × 12) − ( × 6 × 12) = 60 − 36 = 24S
OBC
Δ S

BCD
Δ S

OCD
Δ

1
2

1
2

7
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A

B C
D

M N

A

B CH

7

6

85

ابتدا با استفاده از روابط محاسبۀ مساحت مثلث و مستطیل، طول  را محاسبه می کنیم:  12

 

A

M
14

BC

D

25

حال با استفاده از قضیۀ فیثاغورس، ابتدا طول  و سپس طول  را به دست می آوریم:

13  مساحت مربع و  مساحت هشت ضلعی منتظم و  طول ضلع مربع می باشد. داریم:

x2
x

x

2x

x
x

. ، از قضیۀ تالس می توان نتیجه گرفت که  از آنجا که  و   14

A

B C
D EM

G

، پس: ، نظیر به نظیر با اضلاع مثلث  موازي اند، پس  و نسبت تشابه برابر است با  اضلاع مثلث 

 

مطابق شکل،  موازي  و  موازي  است پس چهارضلعی  متوازي الاضلاع است و چون  قطر آن، نیمساز زاویه هاي آن نیز  15

است، پس چهارضلعی لوزي است؛ در نتیجه قطرهاي آن یعنی  و  ، عمود منصف یکدیگرند.
 

طبق فرض داریم:   16

222

2  ضلع مربع 
 با توجه به شکل، از گوشه هاي مربع، چهار مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین جدا کرده ایم:

2

b
b 2

b 2 b

b

A H : AH = = 7B
Δ

85 − 62
− −−−−−
√

⇒ = × 7 × 12 = 42SABC
1
2

DM

= = ⇒ = ⇒ =
S
AMD
Δ

SABCM

5
9
− →−−−

در مخرج

ترکیب S
AMD
Δ

SABCD

5
14

× DM × AD
1
2
AD × AB

5
14

DM

14
5
7

⇒ DM = 10

ADAM

: A = A + C ⇒ = A + ⇒ A = 625 − 196 = 429ACD
Δ

C 2 D2 D2 252
D2 142

D2

: A = A + D ⇒ A = 429 + 100 = 529 ⇒ AM = 23AMD
Δ

M 2 D2 M 2 M 2

S1S2a

= 2 ⇒ a = ⇒ = 2x + x⇒ x = × =S1 2
−−
√ 2

−−
√ 2

−−
√

2
−−
√

2 + 2
−−
√

2 − 2
−−
√

2 − 2
−−
√

2 − 22
−−
√

2

⇒ x = − 1 ⇒ = 2 − 4( ) = 2 − 2 = 4 − 4 = 4 ( − 1)2
−−
√ S2

1
2
x2 x2 2

−−
√ 2

−−
√

=
GM

AM

1
3

GD||AB=
GD

AB

1
3

GDEABC∼GDE
Δ

ABC
Δ

=
GD

AB

1
3

= ⇒ = ⇒ DE = 8
DE

BC

1
3

DE

24
1
3

ANMDAMNDAMDNAD

MNAD

= x = 2 + 2 + 2 = 4 + 22
−−
√ 2

−−
√→

→ 2b + b = 4 + 2 → b = 22
−−
√ 2

−−
√

8
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مساحت هشت ضلعی منتظم برابر است با مساحت مربع، منهاي مساحت  مثلث، پس:

، هم میانه، هم  ارتفاع و هم نیمساز است. داریم: ، قطر  مطابق شکل، از  به  وصل می کنیم. دو مثلث   17

در هر یک از  مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین، طو وتر برابر  است. پس طول ضلع قائمۀ آن  است. پس در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:  18

 

  

 مساحت مربع کوچک برابر  است، پس:

   

 19
 روش اول: مساحت مثلث هاي سفید برابر است با:

 مساحت مثلث هاشورخورده برابر است با: 

2x O CB
x
N

M

A

h  

 

 روش دوم: مساحت هر یک از مثلث هاي سفید برابر است با:

 مساحت کل مثلث    برابر است با:

بنابراین مساحت هر مثلث سفید   مساحت کل مثلث است.

 (مساحت مثلث هاي سفید)-(مساحت کل)  مساحت سایه زده

4

S = − 4( ) = − 2 = 16 + 8 + 16 − 8 = 16 + 16x2 b × b

2
(4 + 2 )2

−−
√

2
b2 2

−−
√ 2

−−
√

ADABCAD

= = = 2
S△

S□

AD × BC
1
2

×
1
2

(AD)2

x × 2x
1
2

×
1
2

x2

422
−−
√ABC

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

AB = 2
−−
√

AC = 2 + 2
−−
√

A = +− →−−−
فیثاغورس

C 2 ( )2
−−
√

2
(2 + )2

−−
√

2

AC 2

S = A = 2 + (4 + 2 + 4 )C 2 2
−−
√ = 8 + 4 = 4(2 + )2

−−
√ 2

−−
√

S = 3 × = 3hx
h × 2x

2

S(MNO) = S(ABC) − 3S(MCO) = − 3hx =
3h × 3x

2
3hx

2

S(ABC) = = → = =
3h × 3x

2
9hx

2
S(MNO)

S(ABC)

3hx
2

9hx
2

1
3

= (x)(2x) sinS1
1
2

60∘

ABC

S = (3x)(3x) sin
1
2

60∘

2
9

= S − ( S + S + S) = S
2
9

2
9

2
9

1
3

=

9
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 20

 

، میانه نیز است و داریم:  مثلث  متساوي الساقین است بنابراین ارتفاع 

 

    

 

 21

. یعنی  روي عمود منصف  است. به صورت شکل زیر: اگر  مینیمم شود، باید 
C C

A B

h

 

: طول رابطه ي فیثاغورس

 محیط   

 22

.  در مثلث قائم الزاویه، ضلع روبرو به زاویۀ   نصف وتر است 

600600

300300

a

hh

a

aa

a
2

a
2

مطابق شکل و فرض داریم:

  محیط

قاعدة کوچک ذوزنقه برابر  و قاعدة بزرگ آن برابر  و ارتفاع آن  است، پس مساحت آن برابر می شود با:

ضلع مربع را برابر با  در نظر می گیریم. با توجه به هم نهشتی دو مثلث  و  می توان گفت:  23

طبق روابط محاسبۀ مساحت ذوزنقه و مربع داریم:

= = اندازۀ ھر زاویۀ داخلی شش ضلعی منتظم=
(n − 2)180∘

n

(6 − 2)180∘

6
120∘

= = − =E1
^ F1

^ 120∘ 90∘ 30∘

⇒ = = − =K1
^ I1

^ 90∘ 30∘ 60∘

⇒ = = − =I2
^ K2

^ 90∘ 60∘ 30∘

IJKJL

IL = LK = = = 3
IK

2
6
2

J LI
Δ

: tan =30∘
JL

IL
→

3
−−
√

3
=
JL

3
→ JL = 3

−−
√

= JL × IK = × × 6 = 3S
I KJ
Δ

1
2

1
2

3
−−
√ 3

−−
√

S = 48 = × 16 × h⇒ h = 6
1
2

AC + BCAC = BCCAB

A = A + C ⇒ A = + = 100 ⇒ AC = 10 = BCC 2 H 2 H 2 C 2 82 62

= 10 + 10 + 16 = 36ABC
Δ

30∘( )
a

2

= 30 → a + a + a + a + + = 30 → 5a = 30 → a = 6
a

2
a

2

sin = → = → h = 360∘
h

a

3
−−
√

2
h

6
3
−−
√

6123 3
−−
√

S = = = 27
( + ) قاعده ی کوچکارتفاع  قاعده ی بزرگ

2

(6 + 12)(3 )3
−−
√

2
3
−−
√

2xAEFCDF

EF = DF = x

10
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A

B CD

E

F

x

x

2

x2

x2
x

 

با فرض  و  داریم:  24

H

A

BC M  

 

 :از طرفی

در مثلث قائم الزاویه، میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است. بنابراین:

 25
روش اول: طبق فرمول پیک داریم:

 

 طول بزرگ ترین ضلع مثلث برابر   است، پس طول ارتفاع وارد بر بزرگ ترین ضلع برابر می شود با:

  روش دوم: از قضیۀ فیثاغورس استفاده می کنیم:

   

A

B
C

H

                          

طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

  

هرکدام از چهارضلعی هاي  و  و  و  متوازي الاضلاع اند و اضلاع چهارضلعی  اقطار آنها هستند و از آنجایی که  26

اقطار، مساحت را نصف می کنند، مساحت  نصف مساحت  است.

= = =
مساحت ذوزنقھ

مساحت مربع

BD(AB + DF)
1
2

AB2

(2x)(2x + x)
1
2

(2x)2

3x2

4x2

⇒ =
مساحت ذوزنقھ

مساحت مربع

3
4

AC = 2AB = 3
−−
√

: A + A = B ⇒ 4 + 3 = B ⇒ BC قضیۀ فیثاغورس= B2 C 2 C 2 C 2 7
−−
√

AH ⋅ BC = AB ⋅ AC → AH = 2 → AH =7
−−
√ 3

−−
√

2 3
−−
√

7
−−
√

AM = BM =MC =
7
−−
√

2

: A + H = A ⇒ + H = → H = − =AHM
Δ

H 2 M 2 M 2 12
7

M 2 7
4

M 2 7
4

12
7

1
28

→ HM = =
1

28
−−
√

1

2 7
−−
√

⇒ = = = ⇒ = 14
S
ABC
Δ

S
AMH
Δ

AH × BC
1
2

AH ×MH
1
2

BC

MH

7
−−
√

1

2 7
−−
√

S
ABC
Δ

S
AMH
Δ

⇒ S = + 4 − 1 = 5
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
S = + i − 1

b

2
b = i = 4

4
2

= 2+42 22
− −−−−−
√ 5

−−
√

h = ⇒ h = =
2S
a

2 × 5

2 5
−−
√

5
−−
√

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

AC = =+32 12
− −−−−−
√ 10

−−
√

BC = =+32 12
− −−−−−
√ 10

−−
√

AB = = 2+42 22
− −−−−−
√ 5

−−
√

: A = A + B ⇒ = ⇒ : ABABC
Δ

B2 C 2 C 2 Ĉ 90∘ بزرگ ترین ضلع

ABC

CB × AC = CH × AB⇒ × = CH × 2 ⇒ CH =10
−−
√ 10

−−
√ 5

−−
√ 5

−−
√

AEDOAFBOBOCGODHCABCD

ABCDEFGH

11
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1

9
10

 27

روش اول: با توجه به شکل، در متوازي الاضلاع، اگر وسط اضلاع را به هم وصل کنیم،  مثلث هم مساحت به دست می آید. 

 

روش دوم :

 

 

α

a
2

b
2

A B

CD

M

N

براي هر زاویه ي داخلی، یک زاویۀ خارجی وجود دارد که اگر زاویۀ داخلی حاده باشد، زاویه ي خارجی منفرجه است، حال اگر فرض کنیم  زاویه ي حاده ي داخلی  28

داشته باشیم، مجموع زوایاي خارجی آن ها بزرگ تر از  می شود (همان طور که می دانید مجموع زوایاي خارجی هر  ضلعی  است). پس حداکثر هر  ضلعی  زاویه ي حاده دارد.

مساحت مثلث را به کمک هر دو ارتفاع  به دست می آوریم:  29

H
H

AB

C

 
نکته: به طور کلی نسبت دو ارتفاع مثلث، عکس نسبت اضلاع متناظر آنهاست.

میانه نظیر هر ضلع، مثلث را به دو مثلث هم مساحت تقسیم می کند.  30

 31
اگر ارتفاع ذوزنقه را رسم کنیم، آنگاه ذوزنقه به یک مربع و یک مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین تقسیم می شود. داریم:

روش اول: چهارضلعی حاصل یک لوزي است به طوري که اقطار این لوزي با اضلاع مستطیل برابرند. داریم:  32

   مستطیل

A B

C D

D

A

B

C

قطر کوچک  قطر بزرگ
 لوزي

روش دوم: (نکته) اگر وسط هاي اضلاع یک چهار ضلعی را به هم وصل کنیم، مساحت چهارضلعی حاصل، نصف مساحت چهارضلعی اصلی است.

اندازة وترهاي مثلث هاي قائم الزاویه طبق قضیۀ فیثاغورس برابر  است.  33

بنابراین وتر مثلث نهم برابر  است و شکل آن به صورت روبه رو است.

8

→ = 7
مساحت قسمت بزرگ تر

مساحت قسمت کوچک تر

→
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= ab sinαSABCD

= ( )( )( ) sinα = ab sinαSAMN

1
2

a

2
b

2
1
8

⇒ = − = ab sinα→ = 7SMBCDN SABCD SAMN

7
8

SMBCDN SAMN

4

360∘n360∘n3

B , AHH ′

S = = ⇒ =
AH × BC

2
B × ACH ′

2
AH

BH ′

AC

BC

S = (6 + 12) × 6 = 54
1
2

= a × bSABCD

=
a × b

2

×
=SA′B′C ′D′

2

⋯, , , , ,6
−−
√ 5

−−
√ 4

−−
√ 3

−−
√ 2

−−
√

10
−−
√

→ = =Sنھمین مثلث

× 19
−−
√

2
3
2

12
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 34

 

 35

 
   می دانیم نسبت مساحت دو مثلث با ارتفاع هاي یکسان برابر است با نسبت قاعده هایشان؛ بنابراین:

 

 به طریق مشابه می توان نشان داد:

 

طول اضلاع در قضیۀ فیثاغورس صدق می کنند، پس:  36
 

A

B C

x+1 x+12

x+32

    

 

  

 37

مطابق شکل، ضلع مربع را  و همچنین  در نظر می گریم. داریم:

 

با توجه به اندازه هاي روي شکل داریم:

x
a - x

x
x 2

a

A F B

GE

H

CD  

بنابراین مساحت مربع  برابر مساحت کوچکترین مثلث ها است.
روش دوم:

CG = CM = × 4٫5 = 3
2
3

2
3

= → × 3 × BG = × 18 → BG = 4S
BGC
Δ

1
3
SABC

1
2

1
3

CوB = =  نسبت طول میانھ ھای رسم شده از دو رأس=
BM ′

CM

BG

CG

4
3

: FN = 2BN = 2DFفرض

∼ → = ( = ( =BMN
△

BAF
△ S

BMN
△

S
BAF
△

BN

BF
)2 x

3x
)2 1

9

→ = S , = 9S , = 9S − S = 8SS
BMN
△ S

BAF
△ SAMNF

= → = → = 3S
S
ADF
△

S
AFB
△

FD

FB

S
ADF
△

9S
x

3x
S
ADF
△

= S , = 8S , = 3SS
DFE
△ SFECN S

BCN
△

= = 24S
S مستطیل

S کوچک ترین مثلث

24S
S

B = A + AC 2 B2 C 2 → (2x + 3)2 = (x + 1 + (2x + 1)2 )2 → + 12x + 94x2

= + 2x + 1 + + 4x + 1x2 4x2

− 6x − 7 = 0 → (x − 7)(x + 1) = 0 → x = 7x2

→ AB = x + 1 = 7 + 1 = ACو8 = 2x + 1 = 2 × 7 + 1 = 15

= AB ⋅ ACS
A CB
Δ

1
2

= × 8 × 15
1
2

= 4 × 15 = 60

aBF = BG = x

: EF = AF ⇒ EF =AEF
Δ 2

−−
√

2

(a − x) 2
−−
√

2

EF = FG⇒ = x ⇒ a − x = 2x⇒ x =
(a − x) 2

−−
√

2
2
−−
√

a

3

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

مساحت مربع بزرگ= a2

= مساحت کوچک ترین مثلث=

×
a

3
a

3
2

a2

18
18

13
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1
23

45

6 7
8
9

 

با تقسیم بندي شکل مقابل، نتیجه می گیریم که مربع  برابر مثلث کوچک مساحت دارد.

در همۀ متوازي الاضلاع ها، اقطار منصف یکدیگرند و این ویژگی مخصوص لوزي نیست.  38

 39

روش اول: زاویۀ رأس مثلث سایه زده شده  درجه است. اگر از رأس مشترك دو مثلث بر دو قاعدة دو مثلث عمود رسم کنیم، هر یک از زوایاي  و  نصف خواهند شد و مثلث هاي
ایجاد شده با هم هم نهشت اند (به حالت تساوي وتر و زاویۀ حاده). در نتیجه مساحت دو مثلث با هم برابر است.

 

 روش دوم: اگر طول ضلع متساوي الاضلاع را  در نظر بگیریم، آنگاه با توجه به فرض و شکل مقابل داریم:

900900
1200

600

a

aa

a

 

 

طول قطر کوچک یک شش ضلعی به ضلع  برابر  است.  40
بنابراین مساحت مثلث متساوي الاضلاع هاشورخورده برابر می شود با:

4 4 3

قاعدة کوچک را  و قاعدة بزرگ را  در نظر می گیریم. اگر  ارتفاع ذوزنقه باشد، آنگاه  ارتفاع مثلث است. داریم:  41

x2

3x

 42
 

18

12060∘120∘

≅ABH
Δ

ADH
Δ

′

a

S( ) = sin 120 = × ھاشور=
1
2
a2 ∘ 1

2
a2

3
−−
√

2

3
−−
√

4
a2

S( ) مثلث اصلی=
a2 3

−−
√

4
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) باشد. کمترین مقدار محیط زمانی حاصل می شود که مثلث  متساوي الساقین (  43
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.( ) و در آن نیز زاویۀ قائمه وجود ندارد (رد گزینه  هاي  و    موازي  و  موازي  است پس چهارضلعی  متوازي الاضلاع است (رد گزینۀ 
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به دو صورت زیر می توان مربع را داخل مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین قرار داد.  46
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،  و  در یک راستا خواهند بود و مطابق شکل، دو مثلث  و  با هم هم نهشت اند. اگر ارتفاع  را بر ضلع  وارد کنیم، سه نقطۀ   47
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 مساحت مثلث  برابر می شود با:

  

MH = × 2 =
3
−−
√

2
3
−−
√ ⇒ CH = 2 + 3

−−
√

ABC

= AB × CHSABC
1
2

= × 2 × (2 + ) = 2 +
1
2

3
−−
√ 3

−−
√

16

فصل 3 هندسه 1

مهدي شعبانی



1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  

10  
11  
12  

13  
14  
15  
16  
17  
18  
19  
20  
21  
22  
23  
24  

25  
26  
27  
28  
29  
30  
31  
32  
33  
34  
35  
36  

37  
38  
39  
40  
41  
42  
43  
44  
45  
46  
47  

17


